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ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРЕТЬЕМУ ИЗДАНИЮ 

Настоящее пособие для самообразования предназначается 
для лиц с незаконченным средним образованием нлн окон¬ 
чивших школу давно и готовящихся к поступлению в вузы. 
Отклики читателей на первые два издания (вышедших под 
несколько иным названием) показали, что множество учащихся, 
занимающихся математикой без помощи преподавателя, дей¬ 
ствительно, нуждаются в таком пособии. Составители хотели 
помочь этим лицам научиться решать математические задачи, 
к с этой целью дали решения для большинства задач. 

Задачи, родственные по идее решения, мы сгруппировали 
вмесіе. Для первых задач каждой группы дается более 
подробное решение, чем для последующих. Второстепенные 
моменты рассуждений и вычислений, как правило, опускаются, 
чтобы не стеснить самодеятельности учащегося. Напротив, 
принципиальным вопросам, существенным для решения задач, 
уделяется много места. Особенно это относится к вопросам, 
мало освещенным в учебной литературе; таковы, например, 
вопросы об утрате корней уравнения и появлении посторон¬ 
них корней, об арифметических корнях, о способах изображе¬ 
ния пространственных фигур. Мы полагаем, что соответствую¬ 
щие пояснения принесут некоторую пользу и учителю. 

Однажды сделанное разъяснение, как правило, не по¬ 
вторяется в последующих задачах. Однако всюду, где эго 
требуется, дана ссылка на номер юй задачи, в которой 
помещено соответствующее разъяснение. Это сделано в инте¬ 
ресах тех учащихся, которые будут пробовать свои сіиы 
на отдельных задачах. Все же авторы настоятельно реко¬ 
мендуют решать эадачн каждой главы в порядке номеров. 

Порядок изучения глав безразличен. 

Решение эадачи следует прочесть после того, как 
задача решена самостоятельно, или после того, как выяснилось, 
чго задача оказалась для .учащегося непосильной. Если после 
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решения нескольких последовательных задач учащийся видит, 
что они его не затрудняют, то он может пропустить не¬ 
сколько задач; сколько именно — можно сообразить, бегло 
просмотрев условия и решения. 

ПРЕДИСЛОВИЕ К ЧЕТВЕРТОМУ ИЗДАНИЮ 

В четвертом издании, хотя оно издается стереотипно, 
оказалось нозможным учесть ряд замечаний, сделанных чита¬ 
телями относительно рационализации решений, а также 
исправить погрешности, обнаруженные в предыдущих изда¬ 
ниях. Исполнение пожеланий, требующих более значительной 
переделки текста, пришлось отложить до следующего издания. 

Составители выражают глубокую признательность всем 
лицам, приславшим свои отзывы о книге. Помимо лиц, упо¬ 
мянутых в предисловии ко второму изданию, мы должны 
особо поблагодарить тт. Бабушкина Э. (Москва), Бровак 
(Москва), Добровольского Б. А. (Лабинск). Коба А. (Ленин¬ 
град), Кравченко В. (Сталинград), Кубиикого Г. (Вильнюс), 
Лысова В. И. (Сталино), Нахумович Р. М. (Баку), Панова Э. 
(Куйбышев), Старчевского Ч. А., Теплову (Кемерово), 
Филайовича А. Г. (София, Болгария), Фоминкова В. Ф. 
(Запорожье), Хованова Г. М., Шильникову А. (Киров) и 
Шмелькнна С. (Ленинград). 

ПРЕДИСЛОВИЕ К ШЕСТОМУ ИЗДАНИЮ 

В настоящем издании уточнены формулировки некоторых 
задач и внесены некоторые дополнения в объяснения. 

Составители выражают глубокую признательность всем 
лицам, приславшим отзывы о книге. Помимо лиц, упомяну¬ 
тых в предисловиях ко второму и четвертому изданиям, мы 
должны особо поблагодарить тт. Архарову М. (Таганрог), 
Заколоднина Ю. (Горький), Клопкова В. Ф. (Москва), Кузь¬ 
мина В. С. (Львов), Лежнева А., Турчанинова В. В. (Харь¬ 
ков) и Шевченко А. (Одесса). 

Заранее выражаем признательность тем читателям, кото¬ 
рые захотят высказать свои пожелания и замечания. 

Отзывы и пожелания адресовать: Москва В-7Ц Ленин¬ 
ский проспект 15, «Фнзматгиз». 

Н. Антонов , М. Выгодский, В. Никитин. 



ФОРМУЛЫ ДЛЯ СПРАВОК 
I. Арифметика и алгебра 


Пропорции 

1. В пропорции у «= ; а и й — крайние члены, Ь и с — сред¬ 

ние. Основное свойство пропорции а~(1 — Ь‘С. 

2. Перестановка членов пропорции: 



3. Производные пропорции: дана пропорция у = —, справед¬ 
ливы следующие пропорции: 

а±Ь с± а _ а ± с с_ 

Ь (I Ь (Л * 


а) 


б) 


Действия со степенями 

1. (а • Ь • с) п =* а п • Ь п • с", то есть <х п • Ь п • с п = (а • Ь • с) п . 
/ а. \ п л п а п / а\ п 

2 ‘ Ш то есть рг = (у) - 3. 

4. а т :а п = а т ~ п . 5. 1 :а п = а°\а ѣ = а~ п . 

6. (а™)» = а"»» 


Действия с корнями*) 

от_ т т пь т т _ т т _ 

1. Уа-Ь -с = У~а -У Ь -Ус, то есть У~а,‘У Ь -У~с — Уа-Ь-с. 


т т 



*) Корни предполагаются арифметическими, ср. стр. 122—125. 
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п т _ т _ Л. /го \Р т 

3. а т = у'о”, то есть У а п = а т . 4. ѴУ*” ^ = К а 7,р . 


гор 


тр 


5. УѴ = Ѵа пр . то есть Ѵа пр = У~^. 


Квадратные ураииеиия 
1. Уравнение вида х 2 + рх + д = 0 решается по формуле 

*Ь2 = -4 ± ]/"^- — Я- 


2 г 4 

2. Уравнение віида_адс 2 + 6дс + с = 0 решается по формуле 

— Ь ± У Ь 2 — 4ас 

- Та -• 

3. Уравнени е вида ах 2 + 2 кх + с = 0 решается по формуле 

— к ± У к 2 — ас 
Хиъ ---• 

4. Если хі и х 2 —корни уравнения х 2 рх д = 0, то 
*і + х 2 = —р и х г х 2 = д. 

5. х 2 + рх 4- д = (дс — -ЖіН-* — х^, где х г и х 2 — корни урав¬ 
нения х е + рх + Я — О- 

6. ах 2 Ьх с = а(х — х{){х — х 2 ), где лсі и х 2 — корни урав¬ 
нения ах 2 Ьх с = 0. 

Прогрессии (см. стр. 43). 

Логарифмы*) 

1. Запись 1о$* а 1Ѵ = х равнозначна записи а х = N. так что имеем 
тождество а 108 ' ' = N. 

2. 1о§ а а = 1. 3. 1о§ а 1=0. 4. Іо§ а (Ы-М) = Іо§ а N + 1ое а М. 

5- = Іо§а N — Іо§ а М. 6. Іо§ а (IV**) = тп 1о§ 0 N. 

7. 1о 2а УТ^ = Ііо 2о 77. 

8. О модуле перехода от системы логарифмов с основанием «Ьз 
к системе с основанием «а» см. стр. 192—193. 


Соединения 

1. Л” =т(т — 1) (я* — 2). ..(т—п+1). 2. Р т = 1-2-3. ..«=«1 

т (т — 1)(яі — 2).. .(т—п + 1) 

- 

п 


А" 

о /ПП М 

л р 


1-2-3 ... п 


4. С=СГ П . 


*) Числа а (основание логарифма) н N предполагаются поло¬ 
жительными, причем а отлично от 1. 
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Бином Ньютона 

1. (X + а) т = х т + С^ах™' 1 + С г т <?х т ~ г + ... 

... + С%-*а т ~ г х г -\-С™-'а т - 1 х + в*. 

2. Общий член разложения: Т к+1 = С к п а к х т ~ к . 

3. 1 + СІ.+ СІ+ ... +(%-*+С%- 1 +1=2 т . 

4 . 1 -СІ п + СІ-С 3 т + ■■■± 1 = 0 . 


II. Геометрия и тригонометрия 

Длина окружности и ее дуги 

С = 2та/?; / = = /?д (а — градусная мера дуги, а — раднаи- 


ная мера). 


Площади 


ай 


Треугольник'. 3 = -у- ( а — основание, А — высота); 

5 = }Гр(р — а) (р — Ь) (р — с) ( р — полупериметр, а, Ь и с — сто- 

. „ аЬ зіп С 
роиы); 5 =-*-. , 


Для равностороннего треугольника 5 = 


а 3 Ѵ"3 


(а — сторона 


треугольника). 

Параллелограмм'. 3 = Ыі (Ь — основание, А — высота). 
й\йъ 


Ромб'. 3 : 


Трапеция: 3 • 


(Л^ и й 2 — диагонали). 


а + Ь 


А (а и Ь — основания, А —высота). 


5 = тК (т — средняя линия). 

Правильный многоугольник-. 5 = 
фема). 

Круг: 3 = та/? 8 . 

Круговой сектор: 3 ■■ 


Ра 


(Р —периметр, а — апо- 


/?/ /? 8 <* та/? 8 а . 

- 2 “= чйіГ (а— градусная мера 


2 ~ 2 — 360 
дуги сектора, а — радианная мера, I — длина дуги сектора), 


Поверхности 

Призма: З б0К — РІ (Р — периметр перпендикулярного сечения, 
I — боковое ребро). 
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Правильная пирамида: — (Р — периметр основания, 

а — апофема), 

р I р 

Правильная усеченная пирамида : 5 6ок = —- а (Рі и Р 2 — 

периметры оснований, а —апофема). 

Цилиндр: 5 6(ж = 2та/?Я. 

Конус. 5 б0В = таР/ (/— образующая). 

Усеченный конус: 5 б0В = та (Р х + /?а) /. 

Шар: 8 = 4та/? 2 . 

Объемы 


Призма: V = 8П (5 — площадь основания, Я — высота). 
Пирамида: V = . 


Упеченная пирамида: 
Цилиндр. V = та/? 2 //. 
/Тонус: 

О 


^=у(5 1 + 5 2 + ^5 1 5 2 ) . 


Усеченный конус: V = (^ + Р 2 + /? Х Р 2 ) • 

Шар. Ѵ=>~ та/?». 


а 


Перевод градусной меры угла 
и обратно 


та • а° 

Твб 3 "’ 


а=а 


180° . 

-(а — радиаиная 

та 


мера 


в радианную 
угла, а — градусная). 


Формулы сложения 

1. ЗІП (а ± Р) = ЗІП а СОЗ Р ± С08 а 8ІП р. 

2. соз (а ± Р) = соз а соз р х зіп а зіп р. 

3. 1д(а±р)= 

Двойные и половинные углы 
1. ЗІП 2а =2 ЗІП а соз а. 

2<8а 


з-'гг— -ПГЦІТ- 

5. соз 

‘е 


2. соз 2а = соз 2 а — зіп 2 а. 
4. зіп- 


■_ ±І Л±~і 


у 


б.. 8 |-±|/ г } 


— СОЗ а 


— СОЗ а 


+ С08а ’ 


ЗІП а 


2 1 + СОЗ а ' 


8-‘я4 


- СОЗ Л 


зіп а 
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Приведение тригонометрических выражений 
к виду, удобному дли логарифмирования 

ос «4- в ос — в 

1. 8ІП а + 8ІП р =1 2 8ІП -С08 —• 

_ а 4- В а — В 

2. зіп а — зіп р = 2 сов — 2 " 8ІП —2^~ ‘ 

ос -4- В а — В 

3. соз ос + соз р = 2 соз —соз-— 


4. С08 а — С08 Р = — 2 8ІП 


а + р 


8ІП 


2 * 

а —Р 


8іп (а±Р) 
СОЗ а СОЗ Р 


5. 42 а ± «8 Р ■ 

6. 1 + соз а = 2 соз 2 7. 1 — соз а = 2 зіп 2 -і 


Некоторые важные соотношения 

1. зіп. Зіпр = с03 .( а -^- с05 ^ - +Р) , 

2. соза С 03 Р= СОЗ(а | -Р)+СОв(. + Р) > 

-3. ЗІП а С03Р= 1 1 - П . ^±^ + . 5 1 П - ( . а -- ^ .. 


Соотношения между элементами прямоугольного 
треугольника 

(а, Ь — катеты; с — гипотенуза; А, В — острые углы; С — прямой) 

1. а = с зіп А = с соз В. 2. Ъ = с зіп В = с соз А. 

3. а = Ь «8 А = Ь сІ§ В. 4. Ь = а «8 В = и СІ8 А 

Соотношения между элементами произвольного 
треугольника (а, Ь, с — стороны; А, В, С — углы) 

ШІ = ШВ = шс < те °Р ема сииусов) - 

2. о 2 = Ь ъ 4- с 2 — 2 Ье соз А (теорема косинусов). 

3. ~~г = (теорема тангенсов). 

* 2 


Связь между значениями обратных 
тригонометрических функций 
(агсзіп.*; агссоз х; агс!§.*— главные значения 
соответствующих обратных тригонометрических функций) 

1. Агсзіп х = кк + (—1)* агсзіп х. 2. Агссоз х = 2 пк ± агссоз х. 
3. Агсі8 х = кк + агсі8 х; к — любое целое число (положитель¬ 
ное или отрицательное). 



ЗАДАЧИ 



ЧАСТЬ ПЕРВАЯ 

АРИФМЕТИКА И АЛГЕБРА 


ГЛАВА 1 

АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ 

( 152 ^- 1481 ). 0,3 

. ,я т- ,я, г+4 

0 , 8 - 0,25 • 

. 2 і 4 - ш т+і 

3 * 0 , 0001 : 0,005 

. / 0,012 . 0 , 04104 \ лп 1 

4 * (- 5 -+- 5 Т -)' 4560-42 3 - 

„ (“я- ю й ) ;2 4 

^ 0,04 

. ( 1 ' ю Я- 138 е) ;18 4 
34 блог ■ 

. ( 95 я- 93 п)- 2 т+ мя 

0,2 

( 49 я- 46 я)- 2 т+ м 

0,2 


8. 



14 


ЗАДАЧИ 


9 


9. 


10 . 


(і2І-6^ —5-і)-13,5 + 0,111 


0,02 


( 1 Г2 + 4 + 2і)- 9 4 + 2 ' И 


0,4 


( 4 - 4)-4 

(21 — 1,25): 2,5 * 

2-5-_—. 2 — 

8 3 14 

(зі+4да):19®' 

0,134 + 0,05 

18 1 1 11 2 9 6 ' 

18 6 -1 І4“І5' 2 7 

( м й-*я) : 0 *+ 2 т-° да 

Гз з • 

8 4 * Т 

(“я-“и) : 4+(й + я)' 4 ‘ 6 

0,04 

(2,1 — 1,965): (1,2.0,045) 1:0,25 

1 0,00325 : 0,013 1,6 - 0,625 ' 


11 . 


12 . 


13. 


14. 


15. 


17. 


18. 


[(*»- 38 п) і№ 9 +(т-я)- 1 п]-« 


[ 


0,008 


(2,4+1 у)-4,375 (2,75— !-§-)• 21 


8 ^-0,45 


- 

‘ 200 ' 


Г ( б - 4 і) :0 '° 3 ( ад -я)-4 

і». 

Ц 3 20 - 2 ’ 6 


і 2, 65 ) • 4 + у- (і,88 + 2|)-^] 


• 2 — 

‘ л 20 * 
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ГЛ. 1. АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ 


15 


ос . Г з: (0,2 — 0,1) , (34,06 —33,81).4 1 , 2 .4 

’ 12,5.(0,а+1 > 2)" 1 ~6,84:(28,57 — 25,15).!3 ' 21 ’ 

3: |—0,09:(0,15:2-5-) 

0,32 • 6 + 0,03 — (5,3 — 3,88) + 0,67' 

1 1 : 2,7 + 2,7 : 1,35+(о.4 : 2-^) • (4,2— 11). 
(і0 ;2 4+7.5:10).(|і-^.0.25+1Ц). 

(ш+т 4 )+(Ц-^||+ 0 ’ 695: '- 39 - 

9 

Т : 1+0.228 : [(1.5291 -дУЩ- • О.ЗОб): 0.12]. 

і _ 8,8077 _ і_ 4 ді . А 

120— [28,2: (13,333 • 0,3 4 0ДЮ1)] • 2,004 ^ ’ / 32’ 

[(б,2:0.31 - 1 • О.э) • 0,2 4 0,1б]: 0,02 

(2 + 1п- 0, 22:0,і).І 

1+1. -і- 

а . 1 О О . 1.5 , 1 , + 2 0,25 

" То" +Т+; -46- 

2 "0,4' і 6 1+2,2-10 

1 ' 2 

(і.75:|— 1,75-11):1 

-~пГ -г - ■ : (6,79 : 0,74-0,3). 

( ё - 0 - 0325 ) 1400 
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задачи 


31 


4,5: [47,375 — (26 -1 — 18 • 0,75) • 2,4:0,8в] 

17,81:1,37 — 23-1:14 
3 о 


32. Найти число, 3,6% которого составляют 


34-4,2:0,1 
(і: 0,3 — 2 0,3125 


33. Вычислить 


( 4б | ;12 + 41 І ; 260,4 + 800 : 12 ^) 


28\ 0,8 • 7,2 • 4,5 • 1,3 
31 Г 6,5 -2,7-1 ;92 * 


34. Вычислить 


Г 15 : ( 0 ’ 6 , + 0 ' 4 ^-0.00 5 ) , :0.°П ( 0і645 . 0>3 _ і . 6,25 — 

[ зоА + з| 18 °А 

- 4 + 4 - 1 - 96 )- 


35. Вычислить 


К 7 !- 6 в • пИ 8 ! • т- 1 т)+п : Ш(4- 5 ’ 75 ) х 


. 20,4 • 4,8 • 6,5 

22,1 • 1,2 • 


36. Вычислить 


2,045 • 0,033 + 10,518395 — 0,464774 : 0,0562 
0,003092 : 0,0001—5,188 


37. Вычислить 


( 7 1- 2 ЙИ 2 !+‘4)-(1-»)-(т-а- 


38. Вычислить 

( 41 й- 40 і){[ 4 - 3 т( 2 7 - 1 І)] :0 - 16 }- 
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ГЛ. 1. АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ 
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39. Вычислить 


И-+-! 


: 31. 


49. Вычислить 

ѵ 


0,8:(і--1,25) (1.08 — у . 

- ■ і + ѵ:б т +( 1 ' 2 -^ ! т- 


0,64 25 


К-і) 


-2 


17 


I 


41. Вычислить 

[ 41 я-( 18 т- 5 т)( 10 т- 7 !)] : 22 я- 

42. Вычислить 

(б-4):о,те (ад-1)- 


2 ^62і + 


ІК-^Н ( і - 88 + 2 І)-т ]'” 20 

+ 17,31 : 0 , 0137 . 

43. Вычислить х, если 

Ъ±-\ х - 1 3 1 8 + 6 .Гб ( 2 ’ 3 ^ 5:6 ^>- 7 - Ц-і1 
О 7 . |д: . 1.І + 8.4 7 8-0,0125+6.9 Л 1 14* 

44. Вычислить х, если 

[(4,625 - § • 2ё) : * + (2-5:1,25): 6,7б] : 1 Ц 
(-І- — 0,37б): 0,125 + (І- — 1) : (0,358 —1,4796:13,7) 

45. Найти х, если 

(2.7-0Д21 + ;е+ 8 9 _(1,6 + 154,66:70Л): ..9_ 2 625 


17 

27' 


(5,2—1,4): 


( 2 Т-1' 3 Н 
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ЗАДАЧИ 
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ГЛАВА 2 

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

Упростить выражения: 

46. 


результат вычислить 


при а = 8,6; Ь = У~Ъ\ с = З-і. 


а 2 — 1 / 1 ,\ а — ап а — п* + п 

47 - — г =*—• 

до * _2_ /. , Зл+^\ 

ах — 2а 2 х 2 -\-х — 2 ах — 2а \ ' 3 + лг/* 

49 2д I_1_ ( I 3* 6 \ 

чѵ ‘ Л 2 — 4ЛГ 2 -Г-2* 2 4-6* — длг — За V ^ х — 2 )‘ 


ах — 2д 2 


- 4лг 2 ' 2л: 2 4- 6л: — ах — За 


_ п /2а + Ю , 130—а . 30 „\ За»4-8а 2 —За 

б0 - \Ж=Т + Т=& + а~ 3 ) * ""'"Т 


а* — Ь 2 а® — 6® 
а — Ь а 2 — й 2 ' 

х у(х — у) 2 

лг 2 4- У 2 л 4 — у 4 * 


вз -1[ 1+( ?к.у + 1+ (4=.у; 


Г а-\ , 2(а — 1) 4(а4-1) , «1ч, 

Іа 2 -2а4-1 -г а 2 —4 а 2 4-а —г^а 2 — За4-2І А 


, 36а® — 144а — 36а 2 4- 144 
а® 4- 27 
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55. 


56. 

57. 


-58. 


59. 


Г 3(лг + 2) , 2лг 3 — х —10 Г 5 ■ 

І2(х*+хъ+х+ Т)і ■ и»+1 ~ 

+ 2(лг + 1) 2 (ж— 1 )]* 

/ х — у _ х* + у* + У — 2 \ . 4х*+4х*у+ у 2 — 4 

\2у — х х* — ху — 2у* )• х * + у + ху + х 

а.ъ + а — 2 Г(д + 2 У —а » 3 1 
а.п +1 — Здп* [ 4а 2 — 4 а 2 — я]* 

2а? (Ь + с) ,п у . 2а(М-с)“— 
ял 2 — я 8 — 2а 3 — я ‘ а 2 с—а(пс — с)' 

1 і_ _ 1 _I _ 1 _. 

а(а — Ь)(а — с) " г Ь(Ь — а)(Ь — е) " г с(с — я)(с — Ь) ' 


60. 


1 + (« + ■*)' 


н 


1 — (я + х ) 
результат вычислить при х— 


1-(я а + ^ 2 ) 1. 

2ах ]’ 

1 


61 . 66(46»—*Г 1 ]:(2а"& + Зо"+» — 

6д»+ 2 Ч-*. 

2я — Ь ) 


62 П »- У°’ - 1 

Л (У^-Уй) г + 2У^ • 

63. —Ц . 1/Ѵ — 2аЬ + 6 2 ) (я 2 —6 2 ) (я + Ь) • - ^ 8 ~ 68 - ■. 

а ~ ь Ѵ(я + *) 2 

64. Ѵ% х (7-4-4 У іГ) 2 УблГ — 4 У 2лГ. 

65. | Ѵ(а+ 1)-(Д г - 1)41 + 2а + а 2 ) • ( ^І^У 


1 ) Прежде чем приступать к решению дальнейших задач, 
познакомьтесь с замечаниями на стр. 122—125. 
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ЗАДАЧИ 




Ѵз 


9+18а-і + Уя -а 

67. аЬ V а 1 ~ м Ь~ п — а'Ѵ” V(,а — Ь)' Т . 


68 . (- 


15 


+ 7 Г 


^)(К6 + П). 


V 6+1 

е9 - (уа-Ѵ^'Ь + Уа+Ѵа+ь) : (* 


±Ь 

Ь 


У\‘- 


7а ( 1 і 1 у ѵ ц 

V# — Уа Ь + Уа) ' а ~~— а~ 

V 1 — а + У 14 -а 


2 Ь -1 

ЧГ* 


71. 


I Г \Л±-лГ кг* 

Г I - а Г 1 4- в 


_1_ 

а 


72. Определить значение выражения 
ху — у х * — \у?з=і 


при 


ху + Ѵ** — іѴУ— і 

^»т(“+т)' *=?(*+!) «■> ■•»>'>• 

73. Определить значение выражения 

Ѵ^а 4- Ьх 4 -У а — Ьх 
Уа + Ьх —У а — Ьх 
2ат г . - - 

П Р И » ' (І4-«Ѵ |т|<1 - 


Упростить выражения: 

_і_ і_ 

,, (я4-дг)*4.(ів-д:) !! 

/*. 7 7* * 

(т 4* х)’* —(т — лг) а 

если х = причем т > 0. 0 < я < 1. 
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ж [у-.*;**] *+[ 2 = 4 і=і] 

_1_ 

если х = 2к' г (1 +*) -1 . причем &> 1. 


76 


_ (Д + І) Т | 


Ѵ(«*-1 )(а 


77. (2Ѵх* — а*х* - —М=Л 

\ У1 — а-лг-* ) 


78. 


аѵі+ѵьѵ' + ь (щт 

\ 2Ьтрі } \ 2аѴ Ь ) 

{а + уГ^ЬѴ 1 . (Ь + УаЬ\ 

\ 2 аЬ ) + \~Ш ) 


(лг*а~ 3 —4 + 4а 3 .*- 2 ) 3 
_2. 

2ах(х* — а 3 )” 2 
т- ѵ -і 


2дй 
-2 


те. / ^+кг _^±^.\ 

\ Уа + лг Уа + У*/ 

_/ Ѵа-ѴЪ _ Уд +■* \ ” 2 

I угм Ѵ^-Ух) * 


80. 


1 •+ 


ІЛ/ддрг-. *» \ , *_ У* 2 + д 

2\ У* 3 +«/ 2 дг+У* 3 +Д 

1 4- — * — 

81. 2*-}-У^=й/і 4-- У /* -1 . 

V ^ лг 3 -І / х+Ухг-1 

82. Вычислить 


уП 1 

при а= г —, Ь = т—. 

1 Ѵ2 


Г -— _П 3 

[а 3 Ь{аЬ~^) 3 (а -1 )~ 8 ] 
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ЗАДАЧИ 


83. Определить значение выражения 

(а-МГ'-КМ-I)' 1 

при о = (2 КЗ) и й = (2 — У З) . 


Упростить выражения: 


84. 


85. 


86 . 


х + У х* — 4х х — Ух 2 — 4х 
х — У х^ — 4х х + Ух% — 4х 


п + 2 + Уп* — 4 , п + 2 — У я 2 — 4 
и + 2 — /л*^4 п + 2 + Ул*^4-' 


х ( Ух — V х — а 2 У~х Ух — а а 

г х — л 3 " \ Ух + Ух — а 2 У* — Ух — а® 


87. 

88 . 

89. 


х 2 +1 


1 


X ’ х 1,ь — 1 * 
х-\- х е + 1 


(гі + 27^):[(т) * + 8^]- 


Доказать тождество 
1 


а 1 


а — а-* 


1 — л-* 


л — а 


0 -}* 0 


90. Вычислить 


. = гѵ 


8 8 2 
д а +й* . д~ 3 Ѵт=ь 

— * а Уд— ЬУ~Ь 
Сл® — аЬУ 


при а == 1,2 и # = у 


ьа | ео| 
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Упростить -выражения: 


91. [(а 2 +н)(я 2 Ч-5^)— 

— (а т 4- 2Ь*)(а* — 2*> 2 )] : (гя + За 2 ^); 


результат вычислить при а = 54 и Ь = 6. 


[(л +А) 


2 +(я — Ь) 2 ] + [(л-|-6) 2 — (я —6) 3 ] 


[(я + Ь)~ 2 + 2 ] - [(я + й)“ 2 -(а-Ь)~ 2 ] 


93. а 2 (1 — а 2 ) 2 — 


1 О —я 2 ) 2 + л 2 0 —я 2 ) 

па * 1 —л 2 


1 + [я(1 —я 2 ) - 2 ] 


(•* + 1)С* 2 Ч* 1)" 


хЯ Ѵ~Т ^Ѵо+х 2 )- 1 —Ѵі + х* 

1+х2) 1 + X 2 


95. </? 2 — я 2 ) 2 — л: 2 (К 2 — лгѴ 2 + 


| р9 (Я 2 — ^2)2 + Л ;2(/?2_ х 2)~* 

(Л 2 -* 2 ) 1+( #? - =^ ) 2 


96. 0> 2 + <7 2 ) (р-» + ?-») + 

+ 7- 1 2 ічз ‘(р"^+^)- 

\/> 2 + ? 2 ) 

д 7> Г (а + У&х):(х +І г ах*) — 1 _ 1 "1* 

I. Р"а— }^х І^х\ 



ЗАДАЧИ 
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[(У?+!?- •-?** Г* 

* 1 . (Ѵа + іУ-ауЪ + 2 ] ’ 

ю. [■ >-»«-■, + -- , + 3 - 1 - Ѵ. 

Іг«*-3а' т «*-«■“ ] 

100. [(» -*) ѴЩ +<■-»] [<*-//ЛЦ - >)] ■ 

101. (Ѵм : Ш=И .. 

V л + Уд*/ Л — ь 

102. (« + Д : ^) Т (!^ + _^_)^. 

,03 - [т~^ + жЩ' - ѵ ^^- 

\ |/ 1 + 2 /І+;- 


106. 


106. 


4_ 4_ \ -а 

/ ах* — / а 3 х , 1 + ’/а* 


У Л—Ух 


{а—Ь*)УІ — ЬѴЗр — № У!а—У'іс 

У 2 (а — **)* +(2*уід) г '■/!-/!' 


107 


,{/ 1 + [Р-/)ѵі]Т_ 

— У^а 2 — л: 2 ) 2 -+- 4а 2 л: 2 . 

■оо. [(Ѵг-кгГ+(і^+{^)'Т'= ^~\п - 
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ГЛ. 2. ЛЛГЕВРАИЧЕСКИВ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
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109. [Ч- Ѵх\ + 4(* + 1)■+ $х'Ух' + О' 
Ух- 


НО. 


[ 


Зх 


х 3 — 2х 3 


і -I- 1 

х ѣ /1 — 2*\ _1 

і Л \Зх — 2} * 

г 3 — х 3 


111. Ѵу а 

по Г (У* — У «)* + 2 * + я "I* . 

+ Ѵ (с а + За-х + ‘іах* + хУ :п. 

113. ^Уд + УЗУ-вУ»’)» 

_( а 7_Д)( д Т_|_4) ] : ЛМУ Г 

я 2 +6 2 ‘ 

\ Г* 


114. - 

і я + (я6) 2 — 


я — 96 


і • 


66 я + 6(я6) 3 +96/ я 3 — 36 1 


( .- V- ) 3 + 2яѴ^ + 6 уь . 

\У а +У 6 / _, Уяб — я 


115. 


Зд 3 Зд уОід а — дуд 

,, 6> (У^-УТ) 3 + 2я»; Ѵя + 6 УТ , _ 3/л6— 36 


117. 


яУ«+бУ7Г ' а — 6 

[т^тріЧ^П"'- 5 ' 

іи а +б 3 / \ я з — 6 2 / ] 
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[{П 


- а 

а 


=- \-уъ\ 

ьо ] 


1(^ +1 ГГ +1 )(^ +І Г?-) ] ' 

не. \іИ+0-П]х 

I а + Ѵа ] 

*[{П-ПГ+Ъ{П+ѴЪ% 

120. + 

121. Г- а ^+*^ а „Ѵ д2 + ;е _ < _2аѴ г х . 

|_ аУх -\-У ах 


_ хУ~х—х _ 

Ь=і_^ѴІ2±і_^ 

Ух-1 І\/х + 1 


4_ 4_ -]- 1 

,/~ 0+/л8»Ч*ЙЧ» а . 1 

" а /4 \2 ' _і і 

[Уа+Уь) ^ а *Ь*— 1 


д+ * і ^ ах* — У а?х 

124. Ѵ^-Ѵ^ ^-2^ + ^ |у- 

Ѵл—у* 


і 2 
Д I л 8 


Л 2 
л в 


2а 4 —2 

2 2 
а __ л 4 _і_ 


д + л + 1 а —д* + 1 д^— д 4 +1 
УУ2 —1 Уз + 2/ 2+У(л:+ 12)У]у —6л: —8 

^Г - — ■ —/УІ+Т 1^3 — 21^2 

ух— 1 


120, 



132 


ГЛ. 2. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
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127 . 


УШУ^ + УвЩ-.Уа 

(Ь*—аЬ — 2а?)ѴаЬ 


—я / За* а + Ь аЬ \ 

а \ЗЬ — 6а + 2аЬ — Ь* 1 3 а —аб а + ь)' 

128 . ■■ №-^)-г] х 


Г -і і-1 2 

X ( д + 2 *) 2 + (2*— а ) 2 

( 4 аг« — а‘‘)~ 1 +1 


,29 ‘ [ 2а 2 —~2а: — 4 + 


а:+ 2 


2 (дг 8 4- 3* + 2) 


]Ѵ^*- 


■(^ 5+, " г -?ІТ75) ;( ^- 2 ^ 


130 . Р . -^ ГІ +Ц -:^- 

(1 + А:)“ а 4 -( 1 -А :) 2 

+ (х + 1) (^ТТ + ^ : 


4 а а 8 — Зле 


= 4 )* 


а 8 У аЬ- 1 V Ь*ѴаЬ —2у г аЦ У~аЫ> 

(а? — аЬ — 2Ь*)-УаН> 

л *■* 3 Г л 4* 2 Ь . . я . . л . — іТ 

* + 26 [а 8 + а6 —За —36 (в—1)(а — 4а + 3) ]. 


V аѴаЬ (аЬ)* :/а / 4 Аа */“ *. \ , 

(а 8 — 6 8 )в-і \К 6 а )' 

6 (2а + 2Ь . а 4-36 а 8 + 21а6 \ 

■т - а Ча — 46 2а + 2Ь 2в 8 — баб — 86 8 )' 


132 , 
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Ш 


.«О Г (1 ? аЬг\Гь -Ѵаь Ѵ*У , Л. лУТ + *У^ , 

"Ч ^ +І \-^7Г + 

, * 2 —4л 2 I 1 3 _\ 

"• 4л \ * 2 + Зяб + 2л 2 2л 2 + л* — * 2 / 

2 ___ *_ 

.„„ 4 (2л*) 4 (л + 2*Г 1 . У 2* V2л* +У 2л** 

13 УІ-У2* * У25* 

е / л 2* 8* 2 ^ 

0 \6л— 48* Зл —66 л*— Юл* Н- 16** У 


ГЛАВА 3 

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 

Решить уравнения: 


135. 

0Ь 7 л 

6* 

1 

ГО &Э 
о а 

К9 у 

1 

= 1 - 

ау 

* 2 — л* • 


136. 

ах — * - Ьх + л 
л + 6 ' л — 6 

_ Л 2 ** 

Л 2 —* 2 * 


137. 

ЛС — л—6 

С 

■+*” 

Ь — і 

а 

с , х — с — а _ 0 
+ * 3. 

138. 

с + 3* 
4с* + 6 ей 

С — 

%сР- 

■2г 

-6 ей 

2с + 2 

4 С 2 _ 9^2 ■ 


139. 

+ . 

п — 1 1 

2л 2 (1 — 

Я*—1 

2І = 

2л:—1 1 

“ 1 — п* 1 

— X 

+ п ' 

140. 

Зл* +1 ^ 
л 

_ Зл* 
а + 

г+ 

(2л г|-1) •* , 

л(л+1) 2 1 

лЗ 

(л+1)* • 

141. 

ЗаЬс , 
л + * 1 

аѢ 3 

(л + *) 3 

. (2л+*)*-^_ 
1 л(л + *) 4 

3 с* + ^- 

142. 

л- + т 

ах 


атп 

№х 

л 4" Ь 

(л + *) а 

л 2 — * 2 л* 

— л* 2 + аЧ — ** 

143. 

т . г - т(г — т) 
~Т'т г (г + т) 

г(г + т) 
т(г — т) 

тг 0 

т 2 — г 2 
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• «* + ■* а ' — х 4о6аг + 2л 5 — 26® 

,44 ‘ 6 « — X 6 ® + * — -ЬЬ-х'- 

11К аП I ( л + п ) ( аПХ + ЯА ' а + А' 8 ) ЙАГ . Я** 

,46 * л —л: “г" атЗ+лл;* — а 9 -х — а*п ~~ п + х ~т" ** — а® * 


146. 


л 1 
л* + I 


х + 1 _Л • г а *^~ * _ 

аг+й-і / ‘ ІДаг + Д" 1 )** 

Д(* + 1) і ,1 •* 

а*-И 2' 


147. 

148. 

149. 

150. 

151. 


а + х а — х ___ За _ 

а- + ах + х* ал — „ѵ* — а 2 х (л 4 + л®аг® -+• х*) * 

—о) — —&) + а+А==у.*. 

.1 _і _!_ _і _!__ о 

а ~ а + х ^ а + 2х 

2х х _ V*- 

х-\-Ь Ь — х~4(х* — Ь*)' 

, 2 а Ь- — а- 

1 х-а — & + хі-2лх ' 


152. 

153. 

154. 

155. 

156. 

157. 

158. 


а-- _ а—Ь . х 

аЬ — 26® ас* — 2Ьс‘ Ьс * 

х . 2дг _ 5а- 

х -{-а х — а 4 (аг® — а-) * 

АГ® 1 I _ X 

гі-х — 2 я 2 — пх п ’ 

а — х- I а—I 

(а — *)» а ~ а*> — ах(2а — х) * 

1 26 _ я® —6® 

аг — а а 5 -|- аг® — 2яаг ’ 

_ 1 1 _2 (я + 3) 

2л + лаг 2аг — аг* х * — 4аг * 

а + х — 2я _ а — 2п _. 

2а — л х ’ 
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159 


159. 


я _ я — 1 _ 

пх — х х 2 — 2пх 2 4- ті 2 х 2 


160. 


( 


я — .г \ 2 / а 

х ) ~~\а+» 
х* + я 2 — 2ах 


) 


5 

9 * 2 ' 


Іві х + х * 1—л 2 _ л* 

10Ь 1— х 2 : (1 + дл:) 2 — (л + л:)2 (Ь-ау- ’ 


162. Разложить на линейные множители выражение 
Пх — 3x2 + 70. 


163. Разложить — — ~ на два множителя, сумма которых 
была бы равна у-+-^-. 

164. Разложить на множители 15л: 3 —{— — 2х. 

165. Разложить на множители л: 3 2х*-\-4х 2 -\-2-\-х. 

165а. Решить уравнение 

— 4*(1 —л: 2 ). 

• 166. Написать квадратное уравнение, корнями которого 

были бы числа — и —. 

Ь а 

167. Составить квадратное уравнение, корнями которого 

являются числа-и --——. 

10 —/72 10 + 6/2 

168. Написать квадратное уравнение, корни которого 
я 

/я ± Ѵа^НГ ' 

я 169. Корни х х и х 2 квадратного уравнения 
х 2 -+ рд: -+ 12 = 0 

обладают свойством ж, — ж 8 =1. Найти коэффициент р. 
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І77 


170. В уравнении 

5л; 2 — кх-\- 1=0 

определить к таким образом, чтобы разность корней уравне¬ 
ния равнялась единице. 

171. Корни и х г уравнения 

л: 2 — 3ал:-|-а 2 = 0 

таковы, что х*-\-хІ— 1,75. Определить величину а. 

172. Определить коэффициенты квадратного уравнения 

л: 2 + рх -4~ Ч = 0 

так, чтобы его корни были равны рад. 

173. Корни квадратного уравнения 

ах г -|-^-|-с = 0 

равны х г и х 2 . Составить новое квадратное уравнение, корни 
которого были бы — и —. 

174. Дано квадратное уравнение 

ах 2 -4- Ьх + с = 0. 

Составить новое квадратное уравнение, корни которого: 

1) вдвое больше корней данного; 

2) обратны корням данного. 

175. Составить квадратное уравнение, корни которого 
равны кубам корней уравнения 

ах? -|- Ьх + с = 0. 

176. Составить биквадратное уравнение, сумма квадратов 
корней которого равна 50, а произведение корней равно 144. 

177. Найти все корни уравнения 

4лг* — 24л: 3 57л: 2 + 18л: — 45 = 0. 

если один из корней равен 3 —6. 
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178 


178. Определить свободный член уравнения 

бдс 3 — 7х г — 1 блс —т = О, 

если известно, что один из его корней равен 2. Найти 
остальные два корня. 

179. Зная, что 2 и 3 являются корнями уравнения 

2х 3 тх г — ІЗлс + п = О, 

определить типи найти третий корень уравнения. 

180. При каких численных значениях буквы а уравнение 

х 2 —]— 2сіх У с® — 3 -{— 4 = О 
имеет равные между собой корни? 

180а. В каком промежутке должно изменяться число м, 
чтобы оба корня уравнения 

х 2 —2 тх-\-т 2 — 1 = 0 

были заключены между —2 и 4? 

Решить уравнения: 

181. ѴУ+2 — 1/3^ = Гб = 2. 

182. Ѵ22 — х — Уі0 — х — 2. 

183. 2. 

184. у х-уЗ+Ѵѣх — 2 = 7. 

185. Ѵх~уі+У2х-уЗ=1. 

186. ѴЗх — 2 = 2 У"х + 2 — 2. 

187. V2х Н-1 + УТ=Ъ = 21/х. 

188. Ѵ~\ -УхУх 2 -У2 4 =л-4-1. 
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189. 

190. 

191. 

192. 

193. 

194. 

195. 

196. 

197. 

198. 

199. 

200 . 

201 . 

202 . 

203. 

204. 


+ х і і і_ -\/~ ~ -1- 

Зх У 9 ^ X V 9 ^* 2 * 

і.|/~ х ~~ і —_ 1 _ і Г 

г Г х + 3 х+2Ѵ х + 3‘ 


V ^ 

У х + 2 


| у^т*- -Т— 

Ѵх-З ^ 


х-\-Ух 2 -\-х Х — /** + * X 


2 _ 1 1 

2 + Ѵ 4 — х 2 2 — У 4 — х 2 х' 

У2 У7-\-Ух — У 2 У 7 — Ух =>^28. 

-К^у7={ |/ 

У~27 +АГ-4-У27—лг _ 27 
У27+Т — У27— х х 


х = а — У а 2 — х У де 2 + а 2 . 


1^1 + я -3 * 2 — ха- 1 _ 1 

Уі + а-^х 2 + ха- 1 4* 

V1 + д 2 лг а — ах __ 1 
У1 4- я 3 * 2 + яле с 8 

* + Д + У* 2 — с 3 9(лг+ с) 

х-+-с — Ух 2 —с 8 8с 

У х-\-В — 4Ух — 1 +^ + 8 —6 Ѵ'х^Т=1. 
2 Ѵ г в-4-д:-{- Уа— х = У а — * 4-У х (а 4-*). 

У а 2 — х -{-УЬ 2 — х — а-\-Ь. 

У а — х -\~У Ь х ~У а Ь. 
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206. Ух + а — а — Ух. 

гое. И&-+Щ±-=У1- 

и * 

207. У~х-\-Ѵх=\ 2. 

208. (л:— 1) Т -Ь6(л:— 1)^ = 16. 

209. ^ 24-/104- 2л: = — у/~У 15 — 2л: —9. 

210. Уіс-\-У2х^З = Уі2(х— 1). 

211 . Уа-гх-\-УЪ — л: = /а4-^ — 2л;. 


212 . / 3 ^ 4 - 2 /^ = 3 . 

213. 2/5* — 3/І=20. 

214. /я4"* _ /а4--» = 0. 



2 *+ 2 
лг + 2 



х 2 _ 7 

2дг + 2 ~ 12 * 


216. **4 г 114-/**4-П=42. 


217. 


хУх — 1 

/лг2—1 


І^1І = 4 
/*+1 


218. 


дг —4 

Ух 4 2 


л: — 8. 


219. 


(д — х)Ѵд — дг + (дг — Ь)Ух — Ь __ п _ ь 

У а — дг + І^дг —Ь 


2-Х 2-д: 

2-іЛг~К 


220. 


2 
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221 


X — 1 

1 + Ѵ^ 


= 4 


1— Ух 
2 


222. Ух 2 — Злг + 5Н-л:2 = За: + 7. 

223. УЗх 2 -і-5х—8 — УЗх 2 -і-5х-і-1 = 1. 

224. У 4 > + 8 + У у» + 4.у -|Л= /2 (УЧ-4 .у+6). 


225. 

226. 

227. 

228. 

229. 

230. 


ч 

,{ 

ч 
ч 
{ 
{ 


231. 

232. | 

233. | 


Решить системы уравнений: 

х 2 -\- у/ 2 = 2 (ху 2), 

* + У=6. 

* + *У + У = П. 

ЛГ 2 3/ —|— ЛГ_Ѵ 2 = 30. 

х + у 2 = 7, 
ху 2 = 12. 

х 2 — у = 23, 
х 2 у = 50. 

(л: 2 — уР)ху= 180, 
х 2 — ху — у 2 = — П. 

З* 2 — 2 ху + 5 у 2 —35 = 0, 

5л: 2 —Ю.У 2 — 5 = 0. 

х 2 -\-у* = ^ху, 

х—у = ^ х у. 

х 2 -\-ху-\-у*= 13, 
х-\-У = 4 . 
л; 2 — ху-\-у 2 = 7, 

X — у= 1. 
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234 


X , У _ 25 
234. У^х-Ѵі- 
х 2 — у г — 7. 

- Г 

(*)•(*)- 

(ограничиться положительными решениями, считая, что а > 0. 
Л > 0, с > 0, > 0 и тФп). 

238 ! х‘-*У + У 2 = 7, 

| л: 8 Н-у = 35. 

237. [ * 3 + - у, ~ 

I дгу (л:-|-;') = — 2 

(ограничиться действительными решениями). 

9ЧЛ I *У(*+У) = 3 0. 

( х 2 -|- у 3 — 35. 

( х + У . х—У _ 5 1 

239. { Х ~У х+у 5' 

І ху = (і. 


( X —|— у —|— 2 — 1, 

240. ! ах + Ьу-\- сг = й. 

I а 2 х + Ру + с 2 2 = <Р. 

л'Ч-2^-|-32-і-4« = 30, 
2^ — 3 у —1“ 02 — 2 и = 3, 
24Ь Зх+-4у — 2г— и =■= 1, 
Ах — .У- 1-62 — Зи = 8. 

' Х + .У 4- 2 = 4, 

242. х + 2^ + 32 = 5, 

+ -|-2 г = 14. 
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243, 


У4х + у — Зг + 7 =2. 
У 2у —)— 5л: —|— 2 —(— 25,5 = 3, 
Уу + г — у г 6л: = 0. 


244. 


245. 


246. 


247. 


х-\-у-\-г = 13, 
лг 2 —|— _у 2 —|— г 2 = 61 , 
ху-\- хг — 2уг. 


Х 2 -\-у 2 =2 2 , 
ху-\- уг-\- 2Х = 47, 

(2 — Х) (2 — у)= 2. 

сР-\-а 2 х-\-ау-\-г = 0, 

й» + Ле + 0у + * = О, 

С 3 -)- С 2 Х су + 2 = 0. 


12 

/лГ— 1 


8 



248. 

249. 

250. 


| х-\-у — 2Уху — ^, 

1 лг —_у = 10. 

У^_2+і/іе:= 

ху — 54 = 

| + —±Уп=о. 

I У х-\-у-\-У х—у = 6 . 

I Ух-\-у-\-Ух — у =\У а, 

] Ух 2 у 2 — Ух 2 —у2 = (/4І 


0, 

« + .У- 


— 3 )а. 


251 . 
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252 


У X 2 + у 2 — Ух 2 - у 2 = у, 

х* — у*= 144а 4 . 

х* + ху+у 2 = 8 4, 
х-\~У ху-\-у= 14. 

253а. Найти все значения т, при которых система урав- 
нений 

х — у = т(1-\-ху), 
2-\-х-\-у-\-ху=*0 
имеет действительные решения. 

ГЛАВА 4 

ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ И ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Определить х без помощи таблиц: 

254. лг= 10 - 100*' 8 ®*' 8 \ 

і-'еуТ 

255. х*= 100 

256. • х=Ѵ 10 а+ ‘ Іг, \ 

257. л: = 49 1 - :ог ’ а +5- ,ое ‘ 4 . 

Решить уравнения: 

258. 1 о §4 Іо^з 1о§ 2 х = 0. 

259» 1о§ в {1 + \о ёь (1 Н- 1О0 в (1 Ч- Ю&р *))} = 0. 

260* 1о$ 4 {2 1о? 3 1 1 4- 1о§ 2 (1 + 3 1 о& лг) 1 } = . 

261. 1о§ 2 (л: + 14) + 1о§ 2 ( х -\- 2 )=і 6. 

262. Іо^а У + ІО&, (у + 5) 4- 1о§ а 0,02 = 0. 


252. 

253. 
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263. 

264. 


Іё (35 — агЗ) , 

18(5-*) 

і+іе*= 


1, Г. (За — Ь)(а^ + аЬ)~ 1 1 4, . . 1. ,, 

= з 1 2[ ь - Т-Г з»8й+-з»8(в» 

266. 1$ [х — а(\— а) - *] —Ч™) — 


I -./"л 3 + Я 2 

- х *ѵ -ІГТ - а2 

266. Іо^Т^б + 1од ж (5х)— 2,25 = (іо ёоѴЮ 2 ' 

267. 1од 10 х + 1о§ 4 х + 1о§ 2 х = 7. 


268. 

1 °&о * — Іо&а» • 



, о чЗя-7 і 7 . 

. 7®-3 

269. 

(т) -(т 

) • 

270. 

7 3 ® +1 

271. 

0.125 • 4 аа,_3 = 

#г- 

272. 

0.5*. 2** +а = 

64 _1 . 


®+б 

а>+17 

273. 

32®-’= 0,25 • 

128® -3 • 

274. 

ОТГ- 

1^4 
"188 * 


275. ^(г^Г'Г ‘=-1. 

276. 2{2 Ѵз!+3 У * а — у г 4 ? = 0. 


аЬ 2 ). 


= 0 . 
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а^-1 _ 2Х-2 _ 4 _ 

277. /а 3 /а/о-1=1. 

278.. 3 Іо Зва'Х + 1о &х = 2. 

Ка 

279. 1о§- 4 (л: + 12) • 1од ж 2 — 1. 

280. Іоёя (5л: 2 ) • 1о& 3 х = 1. 

281. 1 —а —)— л 2 —)— а 3 —)— ... + а® -1 -)-«* = 

= (1 + а )(1 +а 2 )( 1 +а 4)(1 +а 8). 

282. 5 2 • 5 4 • 5 6 ... 5 2 * = 0,04- 28 . 

283. 4® -2 — 17 • 2 х ~*-\- 1=0. 

284. 2 • 4 2д? — 17 • 4*-)- 8 = 0. 

286. зУвТ—101/94-3^=0. 

іе т+і 

286. х 4 = ю' 8 35+1 • 

287. І§-(4- 1 • 2 Ѵ * — і) — 1 = 1 В (У 2^- 2 _|_ 2 )—2 1§ 2. 

288. 2(1^2— І) + 1г(5^+ і) = 1г(5 1_К ®+ б). 

289. 5 1ва5 — 3 1еа5_1 = з’ еа,+1 — б 18 * -1 . 

*290. л: 2 'в*®-*.* 'е ® — \Г[0. 

2*_ 

291. !§• (64 1/2®’- 40 ®) = 0. 

292. 1о&2 (9 — 2*) = 3 — х. 

293. !§- 2 -4- 1§Г (4*- 2 9) = 11д (2®~ 2 -)- 1). 

294. 21^2+(і+^)ія 3 — 1е(/3 + 27) = 0. 
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295. 

296. 

297. 

298. 

299. 

300. 

301. 

302. 

303. 

304. 

305. 


1|г (2,Ѵіх+і _2<-^ 4а,+1 ) — 2 = 

= 4 ,&16— Ѵх + 0,25 І е 4. 

21е2 + 1 й (лг-3) _ 1 

1 8 (7дг+1) + 1 8 (дг'-6) + 18 3 2* 

1о &6 120 +•(* — 3) — 2 1оіг 6 (1 — 5*-з)^ 

= — 1о& 6 (0,2 — 5®- 4 ). 

Решить систему уравнений: 

I 8 2ж +! = 32 • 2 4 * -1 , 

1 5- 5*~* = у г 25 2 »+ 1 . 

і' 1о^ 3 л--і-Іо^зУ^О, 

I АГ —(— у = 3, (3). 

( ІОёГаАГ+ІО&а У ^=2, 

\ 1о§- 6 лг —1о^ 6 ^ = 4. 

г іе(**+.ѵ®)—і = »гіз. 

I — 1 8(х — ^) = 31|г2. 

( !<>&«*(* — У) = 1. 

110 &* (*+.?) = о. 

| 10&а(і +у) = 2 — 10 &о % 

і Іо% ь х + 1о§ ь у = 4. 

( Іо&а л + ІО&, У + 1о§г а 4 = 2 4- 1о еа 9. 

\ х-\- у — 5а = 0. 

| ху = а 2 , 

| 1§Г 2 аг Н-1§; 2 _у = 2.51§ 2 (а 2 ). 
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306. 


307. 


308. 


309. 


310. 


311. 


3® • 2Ѵ = 576, 

І0 ^Ѵа (У~ х ) = 4 ‘ 

1ёх-\-1ёу=\ёа, 
2(1§х—1§у) = 1^д. 

1о§Г а х -\-І а %<#У = ^, 

1од ь » х + \о% ь у = . 

Іо^х + Іо^З' =-|’ 

Іо §ь>х —1о& & , У = 1. 

1(і% ѵ а-\-Іоё и ѵ = 2, 

и 2 -{-ѵ = 12. 

х 2 -\-ху-\- у/* = а 2 , 

Ѵа + ІО^ Ѵь=^=-. 


\И 


Ѵь 


312. 


313. 


314. 


1о^х—1оё 2 у = 0, 
х 2 — бу 2 -)- 4 = 0. 

{ ІО &2 X 4 - І 0§4 У 4 - І 0§ 4 2 = 2, 
1 о&зЗ' 4 - 1 о & 9 2 4 - 1 о ^ 9 X = 2 , 

ІО &4 2 4 - Іоеи X 4 - Іо&іо У = 2 . 

І о-у _ 

Ѵх + У= 2 ѴТ. 

{х-\-у)2 у - х = Ъ. 


315 . 


Ѵ2*Ѵ~ѵу = /128, 

1& (* + 30 = !§■ 40 — !§• (х — у). 
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316. 


У г - я г - 

У> = 32 У 8 » , 
Ѵз 5 = 3^9 1 ^. 


317. 

318. 


| 9- 1 ^9--27^27»=-0. 

[ іе(*— 1)—іг(і— » = о. 

| ( 2 5 к ®) 1 ' 7 — 125 . 5 ^ = 0 . 


319. 


Іо&в ау = р, 
1о^ Ьх = < 7 . 


Г ЛАВ А 5 

ПРОГРЕССИИ 
Обозначения и формулы 

Ді —первый член, а п — л-й член, й — разность арифм. прогрессии, 
% — » » ,а п — » », д — знаменатель геом. » , 

8 п — сумма л членов прогрессии, 5 — сумма бесконечно убывающей 

геометрической прогрессии. 


Формулы арифметической прогрессии 

Я п = <І {п 1 )> ( 1 ) 

КУ " . (2) 

5 я = [2аі + а(п— 1)] л . (3) 


Формулы геометрической прогрессии 

м» = ЩЧ п ~\ 


5„ = ІМ—( 9 >1) или 5„ 
Зю — - 1 ^ (?>1) или 5„ = 


_ % — и п д 
1 — 9 

«х (!-?”) 
1 — 9 


5 


1 — Ч ‘ 




(4) 

(5) 

( 6 ) 


(7) 
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Арифметическая прогрессия 

320. Сколько надо взять членов арифметической прогрессии 

5; 9; 13; 17; .... 
чтобы получить сумму, равную 10 877? 

321. Найти арифметическую прогрессию, зная, что сумма 
первых четырех членов ее равна 26, а произведение тех же 
членов равно 880. 

322. В арифметической прогрессии а р = ц; а д =р. Найти 
выражение а п через и, р и ц. 

323. Найти сумму всех двузначных натуральных чисел. 

324. Найти четыре последовательных нечетных числа, 
зная, что сумма их квадратов больше суммы квадратов за¬ 
ключенных между ними четных чисел на 48. 

326. В арифметической прогрессии 20 членов. Сумма чле¬ 
нов, стоящих на четных местах, равна 250, а сумма членов, 
стоящих на нечетных местах, равна 220. Найти два средних 
члена прогрессии. 

326. Дан ряд выражений; (а + я) 2 ; (о 2 + л: 2 ); (а — л:) 2 ; ... 
Доказать, что они составляют арифметическую прогрессию, и 
найти сумму п членов ее. 

327. Обозначая через 5 Х , 5 2 и 5 3 суммы первых чле¬ 
нов, я 2 первых членов и я 3 первых членов некоторой ариф¬ 
метической прогрессии, показать, что 

ф- («г — га з) 4*(«з— »і) + ~ («! — и 2 ) = 0. 

щ щ 

328. Написать арифметическую прогрессию, первый член 
которой равен 1, причем сумма первых пяти членов равна 
1 

суммы следующих пяти членов. 

329. Найтк арифметическую прогрессию, в которой, сколько 
бы ни взять членов, всегда сумма их равна утроенному квад¬ 
рату числа этих членов. 

330. Найти сумму всех двузначных чисел, которые при 
делении на 4 дают в остатке единицу. 



339 


ГЛ. 5. ПРОГРЕССИИ 


45 


Геометрическая прогрессия 

331. Между числами 1 и 256 вставить три средних гео¬ 
метрических. 

332. Найти три числа, составляющих геометрическую 
прогрессию, если известно, что сумма первого и третьего 
членов равна 52, а квадрат второго равен 100. 

333. Написать несколько первых членов геометрической 
прогрессии, у которой разность между третьим и первым 
членами равна 9, а разность между пятым и третьим членами 
равна 36. 

334. Найти четыре числа, составляющих геометрическую 
прогрессию, в которой сумма крайних членов равна 27, а 
произведение средних равно 72. 

336. Найти четыре числа, составляющих геометрическую 
прогрессию, зная, что сумма крайних чисел равна 35, а сумма 
средних равна 30. 

336. Определить геометрическую прогрессию, у которой 


и 1 "4~ и 2 и з и і “I - и ъ — 31 
и 

и 2 "4~ И 3 "4~ и і "4~ и ь М 6 — 32. 


337. В геометрической прогрессии пять членов; сумма их 
без первого равна 19 а без последнего равна 13. Вычис¬ 
лить крайние члены прогрессии. 

338. Найти первый член и знаменатель такой геометри¬ 
ческой прогрессии, состоящей из девяти членов, в которой 
произведение двух крайних членов равно 2304, а сумма чет¬ 
вертого и шестого членов равна 120. 

339. Три числа составляют геометрическую прогрессию. 
Сумма этих чисел равна 126, а их произведение равно 13 824. 
Найти эти числа. 
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340 


340. Число членов геометрической прогрессии четно. Сумма 
всех ее членов в три раза больше суммы членов, стоящих 
на нечетных местах. Определить знаменатель прогрессии. 

Бесконечно убывающая геометрическая прогрессия 

341. Доказать, что числа 

У 2 +1 1 _1_ 

УТ — 1 ’ 2— Ѵ2 ’ 2 ' 

образуют бесконечно убывающую геометрическую прогрессию, 
и найти предел суммы ее членов. 

342. Вычислить выражение 

(4/3 + 8) [УЗ (1/3-2) + - 3 - у - р -+ •• •]• 

предварительно доказав, что слагаемые, стоящие в квадрат¬ 
ных скобках, являются членами геометрической убывающей 
прогрессии. 

343. Найти сумму членов бесконечно убывающей геоме¬ 
трической прогрессии, у которой все члены положительны, 
первый член равен 4, а разность между третьим и пятым 

32 

членами равна . 

344.. Определить сумму бесконечно убывающей геометри¬ 
ческой прогрессии, если известно, что сумма ее первого и 
четвертого членов равна 54, а сумма второго и третьего 
равна 36. 

345. В бесконечно убывающей геометрической прогрессии 
сумма всех ее членов, стоящих на нечетных местах, равна 36, 
а сумма всех членов, стоящих на четных местах, равна 12. 
Найти эту прогрессию. 

346. Сумма членов бесконечно убывающей геометриче¬ 
ской прогрессии равна 56, а сумма квадратов членов той же 
прогрессии равна 448. Найти первый член и знаменатель. 
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347. Сумма членов бесконечно убывающе^ геометрической 

о Л 108 

прогрессии равна 3, а сумма кубов всех ее членов равна-уд-. 
Написать прогрессию. 

348. Определить бесконечно убывающую геометрическую 
прогрессию, в которой второй член равен 6, а сумма членов 

1 

равна -ф- суммы квадратов ее членов. 


Задачи на арифметическую и геометрическую прогрессии 

349. В некоторой арифметической прогрессии второй член 
равен 14, а третий равен 16. Требуется составить геоме¬ 
трическую прогрессию, знаменатель которой был бы равен 
разности арифметической прогрессии, а сумма первых трех 
членов была бы одна и та же в обеих прогрессиях. 

350. Арифметическая и геометрическая прогрессии имеют 
первые члены, равные каждый 3, и равные третьи члены. 
Написать эти прогрессии, если второй член арифметической 
прогрессии на 6 больше второго члена геометрической про¬ 
грессии. 

351. В геометрической прогрессии можно ее первый, тре¬ 
тий и пятый члены считать за первый, четвертый и шестнадца¬ 
тый члены некоторой арифметической прогрессии. Определить 
четвертый член этой арифметической прогрессии, зная, что 
первый член равен 5. 

352. Три числа, сумма которых равна 93, составляют 
геометрическую прогрессию. Их можно рассматривать так же, 
как первый, второй и седьмой члены арифметической про¬ 
грессии. Найти эти числа. 

353. В арифметической прогрессии первый член равен 1, 
а сумма первых семи членов равна 2555. Найти средний член 
геометрической прогрессии из семи членов, если первый и 
последний члены совпадают с соответствующими членами 
указанной арифметической прогрессии. 
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364. Три числа, составляющих арифметическую прогрес¬ 
сию, дают в сумме 15. Если к ним прибавить соответственно 1, 
4 и 19, то получатся три числа, составляющих геометриче¬ 
скую прогрессию. Найти эти числа. 

366. Найти три числа, составляющих геометрическую 
прогрессию, если известно, что сумма этих чисел равна 26 
и что от прибавления к ним соответственно 1, 6 и 3 получатся 
новые три числа, составляющих арифметическую прогрессию. 

366. Три числа составляют геометрическую прогрессию. 
Если из них третий член уменьшить па 64, то полученные 
три числа составят арифметическую прогрессию. Если затем 
второй член этой арифметической прогрессии уменьшить на 8. 
то получится геометрическая прогрессия. Определить эти 
числа. 

357. Могут ли три числа одновременно составлять ариф¬ 
метическую и геометрическую прогрессии? 


ГЛАВА 6 

СОЕДИНЕНИЯ И БИНОМ НЬЮТОНА 

358. Число перестановок из п букв относится к числу 
перестановок из а-\-2 букв, как 0,1 к 3. Найти п. 

359. Число сочетаний из п элементов по 3 в 5 раз меньше 
числа сочетаний из и —2 элементов по 4. Найти п. 

360. Найти средний член разложения бинома 

361. Определить номер того члена разложения бинома 
^+ Ѵ^У • который содержит а 1 . 

362. Найти номер того члена разложения бинома 
21 

, который содержит а и б в одина¬ 




ковых степенях. 
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363. Упростить выражение 


и определить член разложения. 




а— 1 \ю 


+ 1 а —а 
который не содержит а. 


364. Показатель степени одного бинома на 3 более по¬ 
казателя другого. Определить эти показатели, если сумма 
биномиальных коэффициентов в обоих разложениях вместе 
равна 144. 

( 1 \Л 

9х — у ' ^ ) * 

если биномиальный коэффициент третьего члена разложения 
равен 105. 


366. В разложении ^х 2 коэффициенты у четвер¬ 

того и тринадцатого членов равны между собой. Найти член, 
не содержащий х. 


( г- :, /~а-^\ т 

367. Найти средний член разложения Іа у а — у ’ 

если известно, что коэффициент пятого члена относится 
к коэффициенту третьего члена, как 14:3. 


368. Сумма коэффициентов первого, второго и третьего 

/ 1 ѵ*» 

членов разложения Іх 2 ) равна 46. Найти член, не со¬ 
держащий х. 

369. Найти тот член разложения бинома (х Ух Vх) • 
который содержит х*. если сумма всех биномиальных коэф¬ 
фициентов равна 128. 


370. Найти шестой член геометрической прогрессии, 
у которой первый член равен -у, а знаменателем служит 
комплексное число (1+г). 

371. Найти седьмой член геометрической прогрессии, 
знаменатель которой равен ^1 -{--уѴ а первый член равен /. 
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372. При каком значении я коэффициенты второго, 
третьего и четвертого членов разложения бинома (І + хУ 
составляют арифметическую прогрессию? 

373. - Коэффициенты пятого, шестого и седьмого членов 
разложения бинома (!-[-■*)” составляют арифметическую 
прогрессию. Найти я. 

( 5 .8 

У а 4 ® + І г -\ 

- - \-а у а х ~ 1 

/ 55=1 / 

так, чтобы четвертый член разложения бинома равнялся 56д 5 ' 5 . 


375. Определить х в выражении |2І^2 . д- Л так, 

\ ?4 ) 

чтобы третий член разложения бинома равнялся 240. 

376. Определить х в выражении ('р г 2-\- в котором 


\ 1 ПІ 

отношение седьмого члена от начала в разложении бинома 

1 

к седьмому члену от конца равно 


377. Найти значение х в выражении (х + х 1 *®) 6 , третий 
член разложения которого равен 1 000 000. 

378. Найти значение х в выражении V Х 1 > 

четвертый член разложения которого равен 200. 


379. Определить х в выражении 



так, 


чтобы третий член разложения бинома был равен 36 000. 


380. Шестой член разложения бинома 
равен 5600. Найти х. 


- і - [_ Х 2 і 8 0! 

х°- /Г* 


8 
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381. Девятый член разложения бинома 

/ІО 110 


У х \ 


равен 450. Найти х. 

382. Определить х, если четвертый член разложения 
бинома /і0 1еѴЛаг -|- 1 4 


І8 х 

/То 


равен 3 500 000. 


383. Определить, при каком значении х в разложении 


бинома 




член, содержащий х в степени вдвое 


большей, чем в следующем за ним члене, будет на 30 меньше 
егр. 

384. Определить, при каком значении х четвертый 
член разложения бинома [\ /Г 2 а) ~ 1 -{--^—в 20 раз больше 

\ /?/ 

показателя бинома, если биномиальный коэффициент 4-го члена 
в пять раз больше биномиального коэффициента 2-го члена. 

385. Найти, при каких значениях х разность между четвер- 

. 16 т 

і IV2 х Ѵ32 і 

тым и шестым членами разложения бинома - 

\ уу * ^1 

равна 56, если известно, что показатель бинома т на 20 
меньше, чем биномиальный коэффициент третьего члена раз¬ 
ложения. 

386. Найти, при каких значениях х в разложении бинома 

2 х сумма третьего и пятого членов равна 135, 

если сумма биномиальных коэффициентов трех последних чле¬ 
нов равна 22. 

387. Определить, при каком значении х шестой член раз¬ 


ложения бинома [У 2 1 я( 10_3 2^ 2 ^ 1=3 ] равен 21, 

если известно, что биномиальные коэффициенты второго. 
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третьего и четвертого членов разложения представляют соот¬ 
ветственно первый, третий и пятый члены арифметической 
прогрессии. 


388. Определить, при каком значении х четвертый член 


разложения бинома 


14 „ 


равен 16,8, если известно, что биномиального коэффи¬ 
циента третьего члена разложения и биномиальные коэффи¬ 
циенты четвертого и пятого членов его составляют геометри¬ 
ческую прогрессию. 


389. Определить, при каком значении х разность между 
увел ичен ным в 9 раз третьим членом разложения бннома 
лГ 2Я.--І , ,®Д т 

—д- \-у 4-2 3 ] и пятым членом того же разложения 


\ /2 / 

равна 240, если известно, что разность между логарифмом 
утроенного биномиального коэффициента четвертого члена 
разложения и логарифмом биномиального коэффициента вто¬ 
рого члена равна 1. 


ГЛАВА 7 

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ И АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ 1 ) 

' 390. Найти вес орудийного патрона, зная, что заряд ве- 

2 

сит 0,8 кг, вес снаряда составляет веса всего патрона н 

1 

вес гильзы составляет веса патрона. 

391. На заводе 35°/ 0 всех рабочих — женщины, а осталь¬ 
ные— мужчины, которых на заводе на 252 человека больше, 
чем женщин. Определить общее число рабочих. 


•) Мы не подразделяем задачи на алгебраические и арифмети¬ 
ческие, так как задачи, решаемые арифметически, всегда можно 
решить и алгебраически. Наоборот, задачи, решаемые с помощью 
уравнении, нередко допускают более простое арифметическое реше¬ 
ние. В отделе решений мы даем иногда арифметическое, иногда 
алгебраическое решение, но это не должно ни в какой мерс сте¬ 
снять инициативу учащегося в выборе способа решения. 
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392. При продаже товара за 1386 руб. получено 10% 
прибыли. Определить себестоимость товара. 

393. Производственная артель, продав продукции на 
3348 руб., понесла 4% убытку. Какова себестоимость этой 
продукции? 

394. Если из 225 кг руды получается 34,2 кг меди, то 
каково процентное содержание меди в руде? 

395. Пачка папирос стоила до снижения цен 2 р. 90 к., 
а после снижения 2 р. 60 к. На сколько процентов снижена 
цена? 

396. Килограмм товара стоил 6 р. 40 к. После сниже¬ 
ния цен он стоил 5 р. 70 к. На сколько процентов была 
снижена цена на товар? 

397. Получаемый при сушке винограда изюм составляет 
32% всего веса винограда. Из какого количества винограда 
получится 2 кг изюма? 

398. Для экскурсии нужно собрать денег. Если каждый 
экскурсант внесет по 75 коп., то на расходы не хватит 
4,4 руб.; если каждый внесет по 80 коп., то останется 4,4 руб. 
Сколько человек принимает участие в экскурсии? 

399. Несколько человек должны были заплатить по¬ 
ровну 72 руб. Если бы их было на 3 меньше, то каждому 
пришлось бы заплатить на 4 руб. больше. Сколько их 
было? 

400. Цена 60 экземпляров первого тома и 75 экземпля¬ 
ров второго тома составляет 405 руб. Однако при 15% скидке 
на первый том и 10% скидке на второй том приходится пла¬ 
тить всего 355 р. 50 к. Определить цену первого и второго 
томов. 

401. Антикварный магазин, купив два предмета за 225 руб., 
продал их, получив 40% прибыли. Что стоит магазину каж¬ 
дый предмет, если на первом прибыли было получено 25%, 
а на другом 50%? 
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402 . Морская вода содержит 5% (по весу) соли. Сколько 
килограммов пресной воды нужно прибавить к 40 кг морской 
воды, чтобы содержание соли в последней составляло 2%? 

403 . Гипотенуза прямоугольного треугольника равна 
3^5 м. Определить катеты, если известно, что после того, 
как один из них увеличить на 133-|-%, а другой — на 

2 

16 т %, сумма их длин сделается равной 14 м. 

404 . В двух мешках находится 140 кг муки. Если из пер¬ 
вого мешка переложить во второй 12,5°/ 0 муки, находящейся 
в первом мешке, то в обоих мешках будет поровну. Сколько 
килограммов муки в каждом мешке? 

405 . Два завода А а В взялись выполнить заказ в 12 
дней. Через два дня завод А был закрыт на ремонт, и в даль¬ 
нейшем над выполнением заказа работал только завод В. 

2 

Зная, что производительность завода В составляет 66 -д% 

от производительности завода А, определить, через сколько 
дней будет выполнен заказ. 

406 . При выполнении работы по математике 12% уче¬ 
ников класса вовсе не решили задачи, 32% решили с ошиб¬ 
ками, остальные 14 человек решили верно. Сколько учени¬ 
ков было в классе? 

407 . От рельса отрезали часть, составляющую 72% его 
длины. Вес оставшегося куска равен 45,2 кг. Определить 
вес отрезанной части. 

408 . Сплав весит 2 кг и состоит из серебра и меди, при¬ 
чем вес серебра составляет 14 у% веса меди. Сколько сере¬ 
бра в данном сплаве? 

409 . Трое рабочих получили вместе 4080 руб. Суммы, 

* 13 

полученные первым и вторым, относятся, как 7 : 1 ; 

сумма, полученная третьим, составляет 43-^-% того, что по*- 
лучил первый. Сколько получил каждый? 
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410 . В трех ящиках имеется всего 64,2 кг сахара. Во 

4 

втором ящике находится того, что есть в первом ящике, 

в третьем — 42 -і-% того, что есть во втором. Сколько са¬ 
хара в каждом ящике? 

411. Имеется лом стали двух сортов с содержанием ни¬ 
келя в 5% и 40%. Сколько нужно взять каждого из этих 
сортов, чтобы получить 140 т стали с содержанием никеля 
в 30%? 

412 . Кусок сплава меди с оловом весом 12 кг содержит 
45% меди. Сколько чистого олова надо прибавить к этому 
куску, чтобы получившийся новый сплав имел 40% меди? 

413 . Сколько чистого спирта надо прибавить к 735 г 
шестнадцатипроцентного раствора иода в спирте, чтобы по¬ 
лучить десятипроцентный раствор? 

414 . Сплав из меди и цинка весом в 24 кг при погру¬ 
жении в воду потерял в своем весе 2 кг. Определить ко¬ 
личество меди и цинка в этом сплаве, если известно, что 

1 2 
медь теряет в воде 11 д-% своего веса, а цинк 14 -у% 

своего веса. 

416 . На участке одноколейного железнодорожного пути 
длиною в 20 км надо уложить рельсы. Для укладки имеются 
рельсы длиной в 25 л и 12,5 м. Если уложить все рельсы 
длиною в 25 м, то рельсов длиной в 12,5 м надо будет до¬ 
бавить 50% от всего их количества. Если же уложить все, 
рельсы длиною по 12,5 м, то рельсов длиною в 25 л надо 
2 

добавить 66-^-% от всего количества их. Определить коли¬ 
чество рельсов того и другого рода. 

416 . После выпуска из школы ученики обменялись фото¬ 
графическими карточками. Сколько было учеников, если они 
обменялись 870 карточками? 
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417 . Среднее пропорциональное двух чисел на 12 больше 
меньшего из этих чисел, а среднее арифметическое тех же 
чисел на 24 меньше большего из чисел. Найти эти числа. 

418 . Найти три числа, из которых второе больше первого 
настолько, насколько третье больше второго, если известно, 
что произведение двух меньших чисел равно 85, а произве¬ 
дение двух ббльших равно 115. 

419 . Число а есть среднее арифметическое некоторых 
трех чисел, Ь есть среднее арифметическое их квадратов. 
Выразить через а и Ь среднее арифметическое их попарных 
произведений. 

420 . Из прямоугольного жестяного листа с периметром 
в 96 см приготовлена открытая сверху коробка таким обра¬ 
зом, что по углам его вырезано по квадрату со стороной 
в 4 см и края спаяны. Каких размеров был лист, если 
объем полученной коробки равен 768 см 3 ? 

421 . Найти двузначное число, частное от деления кото¬ 
рого на произведение его цифр равно 2-|-, а, кроме того, 

разность между искомым числом и числом, написанным теми 
же цифрами, но расположенными в обратном порядке, равна 18. 

422 . Найти двузначное число, зная, что число его еди¬ 
ниц двумя больше числа десятков и что произведение иско¬ 
мого числа на сумму его цифр равно 144. 

423 . Определить целое положительное число по следую¬ 
щим данным: если приписать к нему справа цифру 5, то 
.получим число, делящееся без остатка на число, большее 
искомого на 3, и в частном получается число, на 16 мень¬ 
шее делителя. 

424 . Найти два двузначных числа, обладающих следую¬ 
щим свойством: если к большему искомому числу приписать 
справа 0 и за ним меньшее число, а к меньшему приписать 
справа большее число и затем 0, то из образовавшихся таким 
образом двух пятизначных чисел первое, будучи разделено 
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на второе, дает в частном 2 и в остатке 590. Кроме того 
известно, что сумма, составленная из удвоенного большего 
искомого числа и утроенного меньшего, равна 72. 

425. Ученику надо было умножить 78 на двузначное число, 
в котором цифра десятков втрое больше цифры единиц; по 
ошибке он переставил цифры во втором сомножителе, отчего 
и получил произведение на 2808 меньше истинного. Чему 
равно истинное произведение? 

426. Расстояние между двумя станциями железной дороги 
96 км. Первый поезд проходит это расстояние на 40 мин. 
скорее, чем второй. Скорость первого поезда больше ско¬ 
рости второго на 12 км/час. Определить скорости обоих 
поездов. 

427. Два лица выезжают одновременно из городов А и В 
навстречу друг другу. Первый проезжает в час на 2 км больше 
второго и приезжает в В часом раньше, чем второй в А. 
Расстояние между А и В равно 24 км. Сколько километров 
проезжает каждый в час? 

428. Расстояние между А и В по железной дороге 66 км, 
а по водному пути — 80,5 км. Из А поезд выходит на 4 часа 
позже парохода и прибывает в В на 15 мин. раньше паро¬ 
хода. Определить среднюю скорость поезда и парохода, если 
первая больше второй на 30 км/час. 

429. Одна мастерская должна была сшить 810 костюмов, 
другая за тот же срок должна была сшить 900 костюмов; пер¬ 
вая закончила выполнение заказа за 3 дня до срока, а вто¬ 
рая— за 6 дней до срока. По скольку костюмов в день шила 
каждая мастерская, если вторая мастерская шила в день на 
4 костюма больше первой? 

430. После встречи двух пароходов один из них пошел 
на юг, а другой на запад. Через два часа после встречи рас¬ 
стояние между ними было 60 км. Найти скорость каждого 
парохода, если известно, что скорость одного из них была 
на 6 км/час больше скорости второго. 
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431. Собака, находясь в точке Л, погналась за лисицей, 
которая была на расстоянии 30 м от собаки. Скачок собаки 
равен 2 м, скачок лисицы—1 м. Собака делает два скачка 
в то время, когда лисица делает три скачка. На каком рас¬ 
стоянии от точки А собака догонит лисицу? 

432. Допуская, что стрелки часов движутся без скачков, 
узнать, через какое время после того, как часы показывали 
4 часа, минутная стрелка догонит часовую стрелку. 

433. Поезд вышел со станции А на станцию С через В. 

Участок от Л до В он шел с установленной скоростью, 

а участок от В до С —с уменьшенной на 25%. На обрат¬ 
ном пути участок от С до В он шел с установленной ско¬ 
ростью, а участок от В до А — со скоростью, уменьшенной 
на 25%. Сколько времени шел поезд от А до С, если из¬ 
вестно, что на участок от Л до В он затратил столько же 

времени, сколько на участок от В до С, и что на путь по 

5 

направлению от Л к С он употребил на ^ часа меньше, чем 
на обратный путь (т. е. от С до Л)? 

434. Велосипедисту надо было проехать расстояние 
в 30 км. Выехав на 3 мин. позже назначенного срока, вело¬ 
сипедист ехал со скоростью, большею на 1 км/час , и при¬ 
был вбвремя на место. Определить скорость, с которой 
ехал велосипедист. 

435. Скорый поезд был задержан у семафора на 16 мин. 
и нагнал опоздание на перегоне в 80 км, идя со скоростью, 
на 10 км/час большей, чем полагалось по расписанию. Какова 
скорость поезда по расписанию? 

436. Поезд должен был пройти 840 км в определенное 
время. На половине пути поезд был задержан у семафора на 

-і- часа и, для того чтобы прибыть к месту назначения в срок, 

увеличил скорость на 2 км/час. Сколько времени поезд на¬ 
ходился в пути? 
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437 . Из двух мест, расстояние между которыми 650 км, 
отправляются два поезда друг другу навстречу. Если оба 
поезда тронутся с места одновременно, то они встретятся 
через 10 часов. Если же второй поезд отправится на 4 часа и 
20 минут раньше первого, то встреча произойдет через 8 часов 
после отправления первого. Определить среднюю скорость 
каждого поезда. 

438 . Два поезда отправляются одновременно навстречу 
друг другу со станций Л и В, расстояние между которыми 
600 км. Первый из них приходит на станцию В на 3 часа 
раньше, чем второй на станцию А. В то время, как первый 
делает 250 км, второй проходит 200 км. Найти скорость 
каждого поезда. 

439 . Дачник, идущий к поезду, пройдя ва первый час 
3,5 км, рассчитал, что, двигаясь с такой скоростью, он опо¬ 
здает на 1 час. Поэтому он остальной путь проходит со ско¬ 
ростью 5 кмічас и приходит за 30 мин. до отхода поезда. 
Определить, какой путь должен был пройти дачник. 

440 . Расстояние от Москвы'до Мытищ по шоссе 19 км. 
Из Москвы в Мытищи выехал велосипедист с некоторой по¬ 
стоянной скоростью; через 15 мин. пСГсле него в том же на¬ 
правлении вышел автомобиль; он через 10 мин. после выхода 
нагнал велосипедиста и продолжал путь до Мытищ, где, не 
останавливаясь, повернул обратно и через 50 мин. после 
своего выхода из Москвы встретил велосипедиста вторично. 
Определить скорости автомобиля и велосипедиста. 

441 . Со станции А вышел в 5 час. утра почтовый поезд 
по направлению к станции В, отстоящей от А на 1080 км. 
В 8 час. утра вышел со станции В по направлению к А ско¬ 
рый поезд, который проходил в час на 15 км больше, чем 
почтовый поезд. Когда встретились поезда, если их встреча 
произошла в середине пути АВ7 

442 . Расстояние между А и В равно 78 км. Из А выез¬ 
жает велосипедист по направлению к В. Через 1 час ему 
навстречу отправляется из В другой велосипедист, делающий 
в час на 4 км больше первого. Встреча произошла на рас¬ 
стоянии 36 км от В. Сколько времени до встречи ехал 
каждый ив них и с какой скоростью? 
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443. Дпа пешехода вышли одновременно друг другу на¬ 
встречу и встретились через 3 часа 20 мин. Во сколько вре¬ 
мени пройдет все расстояние каждый из них, если первый 
пришел в то место, из которого вышел второй, на 5 час. 
позже, чем второй пришел в то место, откуда вышел первый? 

444. Два туриста идут друг другу навстречу — один из 
пункта А, а другой из пункта В. Первый выходит из А на 
6 час. позже, чем второй из пункта В, и при встрече оказы¬ 
вается, чго он прошел на 12 км меньше второго. Продолжая 
после встречи путь с той же скоростью, первый приходит 
в В через 8 час., а второй в А — через 9 час. Определить 
расстояние АВ и скорости обоих туристов. 

445. Вылетев одновременно, дирижабль н самолет летяг 
навстречу друг другу. К моменту встречи дирижабль прошел 
на 100 км меньше самолета и на место отлета самолета при¬ 
ходит через 3 часа после встречи. Самолет прибывает на 
аэродром дирижабля через 1 час 20 мни. после встречи. 
Найти расстояние между аэродромами и скорости самолета и 
дирижабля. 

446. Из двух мест А и В вышли одновременно два пеше¬ 
хода навстречу друг другу. При встрече оказалось, что 
первый прошел па а км больше, чем второй. Если они будут 
продолжать путь, то, идя с прежней скоростью, первый 
придет в В через т часов, а второй придет в А через п часов 
после встречи. Найти скорость каждого пешехода. 

447. По окружности движутся два тела; первое пробегает 
окружность на 5 сек. скорее второго. Если они движутся 
по одному направлению, то сходятся через каждые 100 сек. 
Какую часть окружности (в градусах) пробегает каждое тело 
в 1 сек.? 

443. Два тела, двигаясь по окружности в одном и том же 
направлении, сходятся через каждые 56 мин. Если бы они 
двигались с теми же скоростями в противоположных направ¬ 
лениях, они встречались бы через каждые 8 мин. Далее 
известно, что при движении в противоположных направлениях 
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расстояние (по окружности) между сближающимися телами 
уменьшилось бы с 40 л до 26 л за 24 сек. 

Сколько метров в минуту проходит каждое тело и какова 
длина окружности? 

449. По окружности длиной с равномерно и в одном на¬ 
правлении движутся две точки, которые сходятся через ка¬ 
ждые і сек. Найти скорость каждой точки, зная, что одна из 
них пробегает всю окружность на п сек. быстрее другой. 

450. Расстояние между двумя городами по реке 80 км. 
Пароход совершает этот путь в два конца в 8 час. 20 мин. 
Определить скорость парохода в стоячей воде, считая ско¬ 
рость течения реки 4 км/час. 

461. Моторная лодка спустилась по течению на 28 км и 
тотчас же вернулась назад; на путь туда и обратно ей по¬ 
требовалось 7 час. Найти скорость движения лодки в стоячей 
воде, если известно, что вода в реке движется со скоростью 
3 км/час. 

462. Некто проехал в лодке по реке из города А в го¬ 
род В и обратно, употребив на это 10 час. Расстояние между 
городами 20 км. Найтн скорость течения реки, зная, что он 
проплывал 2 км против течения в такое же время, как 3 км 
по течению реки. 

463. Пароход идет из Киева в Днепропетровск в течение 
двух суток, обратно — в течение трех суток. Определить, 
сколько времени будет плыть плот из Киева в Днепро¬ 
петровск. 

464. Расстояние между точками А и В равно 301 м\ 
из А в В равномерно движется некоторое тело; достигнув 
точки В, оно тотчас же возвращается назад. Второе тело, 
выходящее из точки В по направлению к А через 11 сек. 
после выхода первого, движется тоже равномерно, но мед¬ 
леннее. На пути от В к. А оно встречается с первым те¬ 
лом дважды: через 10 сек. и через 45 сек. после своего 
выхода из В. 

Найти скорость движения каждого тела. 
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455. Дорога из города А в город В сначала подымается 
в гору на протяжении 3 км, потом идет по ровному месту 
на протяжении 5 км, после спускается под гору на протяже¬ 
нии 6 км. Посыльный, уйдя из А в В и пройдя полпути, 
обнаружил, что взял не все пакеты. Он вернулся обратно 
и через 3 часа 36 мин. после своего выхода из А вернулся в А. 
Выйдя из А вторично, он прошел весь путь до В за 3 часа 
27 мин. и обратный путь в А — за 3 часа 51 мин. С какой 
скоростью шел посыльный в гору, по ровному месту и под 
гору, если считать эти скорости постоянными? 

456. Машинистка рассчитала, что если она будет печатать 
ежедневно на 2 листа более установленной для нее нормы, 
то окончит работу ранее намеченного срока на 3 дня; если же 
будет печатать по 4 листа сверх нормы, то окончит работу 
на 5 дней ранее срока. Сколько листов она должна была 
перепечатать и в какой срок? 

457. Рабочий изготовил в назначенный ему срок некото¬ 
рое число одинаковых деталей. Если бы он ежедневно изго¬ 
товлял их на 10 штук более, то выполнил бы эту работу 

на 4^ дня раньше срока, а если бы он делал в день на 

5 деталей меньше, то опоздал бы на 3 дня против назначен¬ 
ного срока. Сколько деталей и в какой срок он выполнил? 

458. Машинистка должна была выполнить работу в опре¬ 
деленный срок, ежедневно печатая определенное количество 
листов. Она рассчитала, что если будет печатать ежедневно 
на 2 листа больше установленной нормы, то окончит работу 
раньше намеченного срока на 2 дня, если же будет печатать 
на 60% больше нормы, то, закончив работу на 4 дня раньше 
срока, напечатает на 8 листов больше намеченной работы. 
Сколько листов она должна была печатать в день и в какой 
срок окончить работу? 

459. Двое рабочих, работая вместе, выполняют некоторую 
работу в 8 час. Первый из них, работая отдельно, может вы¬ 
полнить всю работу на 12 час. скорее, чем второй рабочий, если 
этот последний будет работать отдельно. Во сколько часов 
каждый из них, работая отдельно, может выполнить работу? 
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460. Бассейн наполняется двумя трубами за 6 час. Одна 
первая труба заполняет его на 5 час. скорее, чем одна вто¬ 
рая. Во сколько времени каждая труба, действуя отдельно, 
может наполнить бассейн? 

461. Двум рабочим было поручено изготовить партию 
одинаковых деталей. После того как первый проработал 

5 

7 час., а второй 4 часа, оказалось, что они выполнили у всей 
работы. Проработав совместно еще 4 часа, они установили 
что им остается выполнить ^ всей работы. Во сколько часов 
каждый из них, работая отдельно, мог бы выполнить всю работу? 

462. Пароход грузится подъемными кранами. Сначала на¬ 
чали грузить 4 крана одинаковой мощности. После того как 
они проработали 2 часа, к ним присоединили еще 2 крана 
меньшей мощности, и после этого погрузка была окончена 
через 3 часа. Если бы все краны начали работать одновре¬ 
менно, то погрузка была бы окончена в 4,5 часа. Определить, 
во сколько часов мог бы окончить погрузку один кран боль¬ 
шей и один кран меньшей мощности. 

463. Для строительства требовалось в течение 8 час. 
перевезти со станции строительный материал. Для перевозки 
было направлено сначала 30 трехтонных машин. После двух¬ 
часовой работы этих машин было послано в помощь им еще 
9 пятитонных машин, совместно с которыми перевозка и была 
закончена в срок. Если бы сначала были направлены пятитон¬ 
ные машины, а спустя 2 часа — трехтонные, то за указан- 

13 

ный срок было бы вывезено только всего груза. Опре¬ 
делить, во сколько часов могла бы перевезти весь этот груз 
одна трехтонная машина, одна пятитонная и в какой срок 
перевезли бы весь груз 30 пятитонных машин. 

464. Двум машинисткам было поручено выполнить некото¬ 
рую работу.' Вторая из них приступила к работе на 1 час 
позднее первой. Через 3 часа после того, как первая начала 

9 

работу, им оставалось выполнить еще всей работы. По 

окончании работы оказалось, что каждая машинистка выпол¬ 
нила половину всей работы. Во сколько часов каждая из них 
в отдельности могла бы выполнить всю работу? 



ЗАДАЧИ 


465 


64 


465 . Со станций А и В вышли два поезда навстречу 
друг другу, причем второй из них вышел на полчаса позже 
первого. Через 2 часа после выхода первого поезда расстоя- 

19 

ние между поездами составляло ^ всего пути между А и В. 

Продолжая движение, они встретились на середине пути 
между А н В. Сколько времени потребуется каждому поезду, 
чтобы пройти весь путь между конечными станциями? 

466 . Для промывания фотографических негативов служит 
ванна, имеющая форму прямоугольного параллелепипеда, раз¬ 
мерами 20 см X 90 см X 25 см. Для постоянного смешения 
воды в ванне в нее поступает вода через один кран и одно¬ 
временно вытекает через другой. Для того чтобы опорожнить 
посредством второго крана полную ванну, требуется на 5 мин. 
меньше времени, чем для того, чтобы наполнить ее первым 
краном, если закрыть второй. Если же открыть оба крана, 
то полная ванна опорожнится в 1 час. Найти количество 
воды, пропускаемое каждым краном в I мин. 

467 . При постройке здания требовалось вынуть 8000 м 3 
земли в определенный срок. Работа была закончена раньше 
срока на 8 дней вследствие того, что бригада землекопов 
ежедневно перевыполняла план на 50 м 3 . Определить, в какой 
срок должна была быть окончена работа, и найти ежедневный 
процент перевыполнения. 

468 . Ремонт пути производили две бригады. Каждая из 
них отремонтировала по 10 км, несмотря на то, что вторая 
бригада работала на один день меньше первой. Сколько кило¬ 
метров пути ремонтировала каждая бригада в день, если обе 
вместе ремонтировали в день 4,5 кмІ 

469 . Двое рабочих выполнили вместе некоторую работу 
в 12 час. Если бы сначала первый сделал половину этой ра¬ 
боты, а затем другой остальную часть, то вся работа была бы 
выполнена за 25 час. За какое время мог выполнить эту 
работу каждый в отдельности? 

470 . Два трактора различной мощности, работая совместно, 
вспахали поле за I дней. Если бы сначала работал только 
один трактор и вспахал бы половину поля, а затем один вто¬ 
рой закончил бы работу, то при таких условиях поле было 
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бы вспахано за к дней. Во сколько дней каждый трактор, 
работая отдельно, может вспахать всё поле? 

471. Для углубления фарватера при входе в гавань рабо¬ 
тали 3 разных землечерпалки. Если бы действовала только 
первая из них, то на работу потребовалось бы на 10 дней 
больше времени; если бы работала только .вторая, то работа 
затянулась бы на 20 лишних дней. При работе одной лишь 
третьей землечерпалки углубление фарватера заняло бы в шесть 
раз больше времени, чем при одновременном действии всех 
трёх машин. Сколько времени потребуется для выполнения 
всей работы каждой землечерпалкой в отдельности? 

472. Двое рабочих, из которых второй начинает работать 
1 у днями позже первого, могут выполнить работу в 7 дней. 

Если бы эту работу выполнял каждый отдельно, то первому 
потребовалось бы на 3 дня больше, чем второму. Во сколько 
дней каждый из них отдельно выполнит эту работу? 

473. При совместной работе двух тракторов различной 
мощности колхозное поле было вспахано в 8 дней. Если бы 
половину поля вспахать сначала одним трактором, то при 
дальнейшей работе двух тракторов вся работа была бы закон¬ 
чена в 10 дней. Во сколько дней можно было бы вспахать 
всё поле каждым трактором отдельно? 

474. Несколько человек взялись вырыть канаву и могли 
бы окончить работу за 6 час., если бы начали ее одновре¬ 
менно, но они приступали к работе один за другим через 
одинаковые промежутки времени. Через такой же промежу¬ 
ток времени, после выхода на работу последнего участника, 
канава была вырыта, причём каждый из участников оставался 
на работе до конца. 

Сколько времени они рыли канаву, если приступивший 
к работе первым проработал в 5 раз больше времени, чем 
приступивший последним? 

475. Трое рабочих могут совместно выполнить некоторую 
работу за і час. Первый из них, работая один, может выпол¬ 
нить эту работу вдвое скорее третьего и на один час скорее 
второго. Во сколько времени каждый из них, работая отдельно, 
может выполнить эту работу? 
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476. Бассейн наполняется водой из двух кранов. Сначала 
первый кран был открыт одну треть того времени, какое 
нужно было бы. чтобы наполнить бассейн, открыв только 
второй кран. Затем, наоборот, второй кран был открыт одну 
треть того времени, которое требуется для наполнения бас¬ 
сейна одним первым краном. После этого оказалось напол- 

із 

ненным бассейна. Вычислить, сколько времени нужно для 

наполнения бассейна каждым краном в отдельности, если оба 
крана, открытые вместе, наполняют бассейн за 3 часа 36 мин. 

477. При постройке электростанции бригада каменщиков 
должна была в определенный срок уложить 120 тысяч кирпи¬ 
чей. Бригада выполнила работу на 4 дня раньше срока. Опре¬ 
делить, какова была норма ежедневной кладки кирпича и 
сколько укладывали кирпичей ежедневно в действительности, 
если известно, что бригада за 3 дня укладывала на 5000 кир¬ 
пичей больше, чем полагалось укладывать за 4 дня по норме. 

478. В трех сосудах налита вода. Если воды из пер¬ 
вого сосуда перелить во второй, затем -у- воды, оказавшейся 

во втором, перелить в третий и, наконец, ■— воды, оказав¬ 
шейся в третьем, перелить в первый, то в каждом сосуде 
окажется по 9 л. Сколько воды было в каждом сосуде? 

479. Из бака, наполненного чистым спиртом, вылили 
часть спирта и долили тем же количеством воды; потом из 
бака вылили столько же литров смеси; тогда в баке оста¬ 
лось 49 л чистого спирта. Вместимость бака 64 л. Сколько 
спирта вылили в первый раз и сколько во второй раз*)? 

480. Сосуд в 20 л наполнен спиртом. Из него выливают 
некоторое количество спирта в другой, равный ему, и, допол¬ 
нив остальную часть второго сосуда водой, дополняют этой 


і) Задача составлена в предположении, что объем смеси ра¬ 
вен сумме объемов спирта и воды. На самом деле он несколько 
меньше. 
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смесью первый сосуд. Затем из первого отливают 6-^- л во 

второй, после чего в обоих сосудах содержится одинаковое 
количество спирта. Сколько отлито первоначально спирта из 
первого сосуда во второй? 

481. Сосуд ёмкостью в 8 л наполнен воздухом, содержа¬ 
щим 16°/ 0 кислорода. Из этого сосуда выпускают некоторое 
количество воздуха и впускают такое же количество азота, 
после чего опять выпускают такое же, как и в первый раз, 
количество смеси и опять дополняют таким же количеством 
азота. В новой смеси оказалось кислорода Э°/ 0 . Определить, 
по скольку литров выпускалось каждый раз из сосуда. 

482. Две колхозницы принесли на рынок вместе 100 яиц. 
Продав яйца по разной цене, обе выручили одинаковые суммы. 
Если бы первая продала столько яиц, сколько вторая, то она 
выручила бы 72 руб., если бы вторая продала столько яиц, 
сколько первая, то она выручила бы 32 руб. Сколько яиц 
было у каждой? 

483. Две колхозницы, имея вместе а л молока, получили 
при продаже его одинаковые суммы, продавая молоко по раз¬ 
ной цене. Если бы первая продала столько, сколько вторая, 
то получила бы т руб., а если бы вторая продала столько, 
сколько первая, то получила бы п руб. (т > п ). Сколько 
литров молока было у каждой колхозницы? 

484. При испытании на экономичность двух двигателей 
внутреннего сгорания одинаковой мощности было установлено, 
что один из них израсходовал 600 г бензина, а второй, рабо¬ 
тавший на 2 часа меньше, 384 г. Если бы первый двигатель 
расходовал в час столько бензина, сколько второй, а второй, 
наоборот, столько, сколько первый, то за то же время работы 
расход бензина в обоих двигателях был бы одинаковым. 
Сколько бензина в час расходует каждый двигатель? 

485. Имеются два сплава золота и серебра; в одном коли¬ 
чество этих металлов находится в отношении 2 : 3, в другом — 
в отношении 3 : 7. Сколько нужно взять от каждого сплава, 
чтобы получить 8 кг нового сплава, в котором золото и 
серебро были бы в отношении 5:11? 
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486. Одна бочка содержит смесь спирта с водой в отно¬ 
шении 2 : 3, а другая — в отношении 3:7. По скольку вёдер 
нужно взять из каждой бочки, чтобы составить 12 вёдер 
смеси, в которой спирт и вода были бы в отношении 3:5? 

487. Некоторый сплав состоит из двух металлов, входя¬ 
щих в отношении 1 : 2, а другой содержит те же металлы 
в отношении 2:3. Из скольких частей обоих сплавов можно 
получить третий сплав, содержащий те же металлы в отноше¬ 
нии 17:27? 

488. При вращении двух колёс, соединённых бесконечным 
ремнём, меньшее из них делает в минуту на 400 оборотов 
больше второго. Большее колесо делает 5 оборотов в про¬ 
межуток времени на 1 сек. больше, чем время 5 оборотов 
меньшего. Сколько оборотов делает каждое колесо в минуту? 

489. На протяжении 18 м переднее колесо экипажа делает 
на 10 оборотов больше заднего. Если окружность переднего 
колеса увеличить на 6 дм, а окружность заднего уменьшить 
на 6 дм, то на том же протяжении переднее колесо сделает на 
4 оборота больше заднего. Найти окружности обоих колёс. 

490. Баржа с грузом в 600 т была разгружена в три дня, 

2 

причём в первый и третий дни было выгружено -д- всего 

груза. Во второй день было выгружено меньше, чем в первый, 
а в третий меньше, чем во второй; при этом разность между 
процентом уменьшения выгрузки в третий день по отноше¬ 
нию к выгрузке второго дня и процентом уменьшения выгрузки 
второго дня по отношению к выгрузке первого дня была 
равна 5. Определить, сколько было выгружено каждый день 
и процент уменьшения выгрузки во второй и в третий дни. 

491. Два раствора, из которых первый содержал 800 г 
безводной серной кислоты, а второй 600 г безводной серной 
кислоты, соединили вместе и получили 10 кг нового раствора 
серной кислоты. Определить вес первого и второго растворов, 
вошедших в смесь, если известно, что процент содержания 
безводной серной кислоты в первом растворе на 10 больше, 
чем процент содержания безводной серной кислоты во втором. 
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492. Имелось два разных сплава меди. Процент содержа¬ 
ния меди в первом сплаве был на 40 меньше, чем процент 
содержания меди во втором сплаве. После того как их спла¬ 
вили вместе, получили сплав, содержащий 36°/ 0 меди. Опреде¬ 
лить процентное содержание меди в первом и во втором 
сплавах, если известно, что меди в первом сплаве было 6 кг, 
а во втором 12 кг. 

493. Два поезда—товарный длиной в 490 м и пассажирский 
длиной в 210 м — двигались навстречу друг другу по двум 
параллельным путям. Машинист пассажирского поезда заметил 
товарный поезд, когда он находился от него на расстоянии 
700 м\ через 28 сек. после этого они встретились. Опреде¬ 
лить скорость каждого поезда, если известно, что товарный 
поезд употребляет времени на прохождение мимо светофора 
на 35 сек. больше пассажирского. 

494. Товарный поезд состоит из двухосных и четырёхос¬ 
ных цистерн, гружённых нефтью. Вес поезда 940 т. Требуется 
определить число четырёхосных и двухосных цистерн, а также 
их вес, если известно, что число двухосных на 5 больше 
числа четырёхосных; каждая четырёхосная цистерна весит 
в три раза больше, чем одна двухосная, и чистый вес нефти 
(без веса цистерн) во всех четырёхосных цистернах больше 
веса всех гружёных двухосных цистерн на 100 т. Вес нефти 
в четырёхосной цистерне равен 40 и, а в двухосной соста¬ 
вляет 0,3 веса нефти в четырёхосной. 

495. Две машины, работающие с двух сторон тоннеля, 
должны закончить проходку в 60 дней. Если первая машина 
выполнит 30% всей работы, которую за это время она 

2 

должна была сделать, а вторая 26 у % своей работы, то обе 

они пройдут 60 м тоннеля. Если бы первая машина выпол- 
2 

пила у всей работы второй машины по проходке этого тон¬ 
неля, а вторая — 0,3 всей работы первой машины, то первой 
понадобилось бы для этого времени на 6 дней больше, чем 
второй. Определить, сколько метров в день проходит каждая 
машина. 
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496. Две бригады, работая вместе, закончили ремонт 
участка пути в 6 дней. Одной первой бригаде для выполне¬ 
ния 40% всей работы потребовалось бы времени на 2 дня 

больше, чем одной второй бригаде для выполнения 13-^% 

всей работы. Определить, во сколько дней могла бы отре¬ 
монтировать каждая бригада отдельно весь участок. 

497. С пристани на станцию должно быть перевезено 
690 т груза пятью трехтонными и десятью полуторатонными 
грузовиками. После нескольких часов работы все грузовики 
25 

перевезли — всего груза. Чтобы выполнить перевозку в срок, 

оставалось времени для перевозки остального груза на 2 часа 
меньше, чем было затрачено. Перевозка была закончена 
в срок потому, что шоферы стали за час делать на одну 
поездку больше, чем раньше. Определить, за сколько часов 
был перевезен весь груз, а также сколько поездок в час 
делали машины первоначально, если полуторатонка делала на 
одну поездку в час больше трехтонки. 

Примечание. Считается, что на одну трехтонную машину 
грузилось полностью 3 я, а на полуторатонку 1 -і- т. 

498. Спортивная площадка имеет форму прямоугольника 
со сторонами ам и Ьм. Площадка окаймлена дорожкой, 
внешний край которой имеет тоже форму прямоугольника, 
стороны которого параллельны сторонам площадки и одина¬ 
ково отстоят от нее. Площадь дорожки равна площади спор¬ 
тивной площадки. Найти ширину дорожки. 

499. В зрительном зале имеется а стульев, расположен¬ 
ных рядами по одинаковому числу стульев в каждом ряду. 
Если в каждом ряду добавить по Ь стульев, а число рядов 
уменьшить на с рядов, то общее число мест в зрительном 
зале увеличится на одну десятую прежнего количества 
стульев. Сколько было стульев в каждом ряду? 

600. Два тела, находящиеся на расстоянии й м друг от 
друга, движутся навстречу и встречаются через а сек. Если 
они будут двигаться в одну сторону с теми же скоростями, 
то встретятся через Ь сек. Определить скорость движения 
каждого тела. 
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601. Из пунктов А и В, расстояние между которыми а км, 
навстречу друг другу выехали одновременно мотоциклист и 
велосипедист. Через 2 часа они встретились и, не останавли¬ 
ваясь, продолжали путь. Мотоциклист прибыл в В на / часов 
раньше, чем велосипедист в А. Найти скорости мотоциклиста 
и велосипедиста. 

602. Из пункта А по направлению в В вышел пешеход. 
Через а часов из В навстречу пешеходу выехал велосипе¬ 
дист; через Ь часов после своего выезда он встретил пеше¬ 
хода. Сколько времени надо велосипедисту и сколько пеше¬ 
ходу, чтобы пройти весь путь между А и В, если велосипе¬ 
дисту на это требуется на с часов меньше, чем пешеходу? 

603. Поевд А, скорость которого ѵ км/час , выходит после 
поезда В, скорость которого ѵ 1 км/час. Задержка выхода 
поезда А рассчитана так, чтобы оба поезда одновременно при- 

2 

были к месту назначения. Поезд В, пройдя -д- пути, вынужден 

был наполовину уменьшить свою скорость. Вследствие этого 
поезда встретились за а км до места назначения. Определить 
длину пути до станции назначения. 

604. Вкладчик на свои сбережения через год получил 
15 руб. начисления процентных денег. Добавив еще 85 руб., 
он оставил деньги ещё на год. По истечении года вклад 
вместе с процентами составил 420 руб. Какая сумма была 
положена первоначально и какой процент даёт сберкасса? 

605. Производительность станка А составляет т °/ 0 от 
суммы производительностей станков В и С, а производитель¬ 
ность станка В составляет п % от суммы производительно¬ 
стей станков А и С. Какой процент составляет производи¬ 
тельность станка С по отношению к суммарной производи¬ 
тельности станков Лив? 

606. Прирост продукции на заводе по сравнению с пре¬ 
дыдущим годом ва 1-й год составлял р %, за 2-й год д %. 
Какой должен быть процент прироста продукции за 3-й год, 
чтобы средний годовой прирост продукции за три года был 
равен г %? 
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507. Из общего количества товара а °/ 0 продано с прибылью 
в р %, а из оставшейся части Ъ % продано с прибылью 
в <7 %. С какой прибылью продана вся остальная часть то¬ 
вара, если общий процент прибыли составлял г °/ 0 ? 

508. От двух кусков сплава с различным процентным со¬ 
держанием меди, весящих т кг и п кг, отрезано по куску 
равного веса. Каждый из отрезанных кусков сплавлен с остат¬ 
ком другого куска, после чего процентное содержание меди 
в обоих сплавах стало одинаковым. Сколько весил каждый 
из отрезанных кусков? 

509. Некоторое количество денег было разложено на п 
кучек. После этого из первой кучки переложили во вторую 

і-ю часть бывших в первой кучке денег. Затем из второй 
кучки ~-ю часть оказавшихся в ней после перекладывания 

денег переложили в третью кучку. Далее —ю часть денег, 
получившихся после этого в третьей кучке, переложили в чет¬ 
вёртую и т. д. Наконец, из л-й кучки —-ю часть оказав¬ 
шихся в ней после предшествующего перекладывания денег 
переложили в первую кучку. После этого в каждой кучке 
стало по А руб. Сколько денег в каждой кучке было до 
перекладывания (можно ограничиться случаем « = 5)? 



ЧАСТЬ ВТОРАЯ 

ГЕОМЕТРИЯ И ТРИГОНОМЕТРИЯ 


ГЛАВА 8 

ПЛАНИМЕТРИЯ 

510. Периметр прямоугольного треугольника равен 132, 
а сумма квадратов сторон треугольника—6050. Найти стороны. 

511. В параллелограмме даны острый угол а и расстояния т 
и р от точки пересечения диагоналей до неравных сторон. 
Определить диагонали и площадь параллелограмма. 

512. В равнобедренном треугольнике основание равно 
30 см, а высота 20 см. Определить высоту, опущенную на 
боковую сторону. 

513. В треугольнике основание равно 60 см, высота 12 см 
и медиана, проведённая к основанию, 13 см. Определить 
боковые стороны. 

514. На сторонах равнобедренного прямоугольного тре¬ 
угольника с катетом Ь построены квадраты во внешние сто¬ 
роны. Центры этих квадратов соединены между собою прямыми 
линиями. Найти площадь получившегося треугольника. 

516. Стороны квадрата разделены в отношении т к п, 
причём к каждой вершине прилежит один большой и один 
малый отрезок. Последовательные точки деления соединены 
прямыми. Найти площадь полученного четырёхугольника, если 
сторона данного квадрата равна а. 

616. В квадрат вписан другой квадрат, вершины которого 
лежат на сторонах первого, а стороны составляют со сторо¬ 
нами первого квадрата углы по 30°. Какую часть площади 
данного квадрата составляет площадь вписанного? 
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617. В квадрат со стороной а вписан другой квадрат, 
вершины которого лежат на сторонах первого квадрата. Опре¬ 
делить отрезки, на которые стороны первого квадрата рас¬ 
секаются вершинами второго квадрата, если площадь второго 
квадрата равна 25 / 49 площади первого квадрата. 

618. В прямоугольник со сторонами 3 м и 4 м вписан 
другой прямоугольник, стороны которого относятся, как 1 : 3. 
Найти стороны этого прямоугольника. 

619. В равносторонний треугольник АВС, сторона кото¬ 
рого а, вписан другой равносторонний треугольник 7.Л1ІѴ, 
вершины которого лежат на сторонах первого треугольника 
и делят каждую из них в отношении 1 : 2. Определить пло¬ 
щадь треугольника ІЛ1ІѴ. 

620. Найти стороны прямоугольного треугольника по дан¬ 
ным: периметру 2 р и высоте й. 

621. В равнобедренном треугольнике с основанием 2 а и 
периметром 2 Р провести прямую, параллельную основанию, 
так, чтобы она отсекла трапецию периметра 2 р (2 а <р < Р). 

622. Дана прямоугольная трапеция с основаниями а, Ь и 
меньшей боковой стороной с. Определить расстояния точки 
пересечения диагоналей трапеции от основания а и от мень¬ 
шей боковой стороны. 

623. Найти площадь равнобедренного треугольника, если 
основание его 12 см, а высота, опущенная на основание, равна 
прямой, соединяющей середины основания и боковой стороны. 

624. Периметр ромба содержит 2 р см, сумма диагоналей 
его т см. Найти площадь ромба. 

626. Большее основание трапеции а, меньшее Ь\ углы 
при большем основании 30° и 45°. Найти площадь трапеции. 

626. Вычислить площадь трапеции, параллельные стороны 
которой содержат 16 см и 44 см, а непараллельные—17 см 
и 25 см. 
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527. Найти площадь квадрата, вписанного в правильный 
треугольник со стороной а. 

528. Основание треугольника делится высотою на части 
в 36 см и 14 см. Перпендикулярно к основанию проведена 
прямая, делящая площадь данного треугольника пополам.' На 
какие части эта прямая разбила основание треугольника? 

529. Высота треугольника равна 4; она делит основание 
на две части, относящиеся, как 1 : 8. Найти длину прямой, 
параллельной высоте и делящей треугольник на равновеликие 
части. 

630. Треугольник АВС разбит на три равновеликие фи¬ 
гуры прямыми, параллельными стороне АС. Вычислить, на 
какие части разбили эти прямые сторону АВ, равную а. 

531. Прямая, параллельная основанию треугольника, пло¬ 
щадь которого равна 5, отсекает от него треугольник с пло¬ 
щадью, равной ц. Определить площадь четырёхугольника, 
три вершины которого совпадают с вершинами меньшего тре¬ 
угольника, а четвёртая лежит на оснований большего тре¬ 
угольника. 

532. Параллельные стороны трапеции равны а и Ь. Опре¬ 
делить длину отрезка, параллельного им и делящего площадь 
трапеции пополам. 

533. Из вершины тупого угла ромба опущены перпенди¬ 
куляры на его стороны. Длина каждого перпендикуляра равна а, 
расстояние между их основаниями равно Ь. Определить пло¬ 
щадь ромба. 

534. Определить площадь треугольника, если две стороны 
соответственно равны 27 см и 29 см, а медиана третьей 
стороны равна 26 см. 

Б35. Даны две стороны Ь и с треугольника и его пло- 
— 2 

щадь 3=*-^Ьс. Найти третью сторону а треугольника. 
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536. По основаниям а и Ь и боковым сторонам с и Л 
трапеции определить её диагонали тип, 

537. Дан параллелограмм, в котором острый угол 60°. 
Определить отношение длин сторон, если отношение квадра- 

„ 19 

тов длин диагоналей параллелограмма равно у. 

538. Внутри равностороннего треугольника взята произ¬ 
вольная точка, из которой опущены перпендикуляры на все 
его стороны. Доказать, что сумма этих трёх перпендикуля¬ 
ров равна высоте треугольника. 

539. Из точки вне круга проведены две секущие. Вну¬ 
тренний отрезок первой равен 47 м, а внешний 9 м ; внутрен¬ 
ний отрезок второй секущей на 72 м больше внешнего её 
отрезка. Определить длину второй секущей. 

540. Из точки, отстоящей от центра круга на т см, про¬ 
ведены касательные к кругу. Расстояние между точками ка¬ 
сания равно а см. Определить радиус круга. 

541. Внутри круга, радиус которого равен 13 см, дана 
точка М, отстоящая от центра круга на 5 см. Через точку М 
проведена хорда АВ — 25 см. Определить длину отрезков, 
на которые хорда АВ делится точкой М. 

542. В равнобедренном треугольнике угол при вершине 
равен «. Определить отношение радиусов кругов вписанного 
и описанного. 

543. Стороны треугольника: а — 13, Ь— 14, с — 15. Две 
из них (о и Ь) служат касательными к кругу, центр которого 
лежит на третьей стороне. Определить радиус круга. 

544. Около круга радиуса Н описан равнобедренный тре¬ 
угольник с углом 120°. Определить его стороны. 

545. На большем катете, как на диаметре, описана полу¬ 
окружность. Определить длину этой полуокружности, если 
меньший катет равен 30 см, а хорда, соединяющая вершину 
прямого угла с точкой пересечения гипотенузы с полуокруж¬ 
ностью, равна 24 см. 
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Б46. В прямоугольный треугольник вписан полукруг так, 
что диаметр его лежит на гипотенузе и центр его делит 
гипотенузу на отрезки, равные 15 см и 20 см. Определить 
длину дуги полукруга, заключённой между точками касания 
его с катетами. 

647. В равнобедренном треугольнике с основанием, рав¬ 
ным 4 см, и высотой, равной 6 см, на боковой стороне, как 
на диаметре, построена полуокружность. Точки пересечения 
её с основанием и боковой стороной соединены прямой. 
Определить площадь получившегося четырёхугольника, впи¬ 
санного в полукруг. 

548. Дан равнобедренный треугольник с основанием 2о 
и высотой И. В него вписана окружность и к ней проведена 
касательная, параллельная основанию. Найти радиус окруж¬ 
ности и длину отрезка касательной, заключённого между 
сторонами треугольника. 

649. Из точки, лежащей вне круга, проведены две секу¬ 
щие, внешние части которых содержат по 2 м. Определить 
площадь четырёхугольника, вершинами которого служат точки 
пересечения секущих с окружностью, зная, что длина двух 
его противоположных сторон разна 6 м и 2,4 м, 

550. Стороны треугольника равны 6 см, 7 см, 9 см. Из 
трёх вершин, как из центров, проведены взаимно касающиеся 
окружности, причём окружность, центр которой лежит в вер¬ 
шине наименьшего угла треугольника, имеет с остальными 
двумя окружностями внутреннее касание, а остальные две 
между собой имеют внешнее касание. Определить радиусы 
трёх окружностей. 

551. Внешняя касательная двух окружностей радиусов 5 см 
и 2 см в 1 -і- раза больше их внутренней касательной. Опре¬ 
делить расстояние между центрами этих окружностей. 

552. Расстояние между центрами двух окружностей, ра¬ 
диусы которых равны 17 см и 10 см, равно 21 см. Опре¬ 
делить расстояние центров от точки, в которой прямая центров 
пересекается с общей касательной окружностей. 
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БбЗ. К двум окружностям радиусов # и г, находящимся 
в положении внешнего касания, проведены их общие каса¬ 
тельные— внутренняя и две внешние. Определить длину 
отрезка внутренней касательной, заключенного между внеш¬ 
ними касательными. 

654. К двум окружностям радиусов и г, находящимся 
в положении внешнего касания, проведены их общие внешние 
касательные. Определить площадь трапеции, ограниченной 
этими касательными и хордами, соединяющими точки касания. 

Ббб. Две окружности радиусов Лиг находятся в положе¬ 
нии внешнего касания. К этим окружностям проведена общая 
внешняя касательная, и в образовавшийся при этом криволи¬ 
нейный треугольник вписана окружность. Найти ее радиус. 

ббб. Через одну и ту же точку окружности проведены две 
хорды, равные а и Ь. Если соединить их концы, то получится 
треугольник площади 5. Определить радиус окружности. 

6Б7. В круге радиуса /? по одну сторону от центра про¬ 
ведены три параллельные между собой хорды, соответственно 
равные сторонам правильных вписанных в круг шестиуголь¬ 
ника, четырехугольника и треугольника. Определить отноше¬ 
ние площади той части круга, которая заключена между 
второй и третьей хордами, к площади той части круга, кото¬ 
рая заключена между первой и второй хордами. 

ББ8. Определить площадь круга, вписанного в прямоуголь¬ 
ный треугольник, если высота, опущенная на гипотенузу, 
делит ее на отрезки, равные 25,0 см и 14,4 см. 

ББ9. В ромб со стороной а и острым углом 60° вписана 
окружность. Определить площадь прямоугольника, вершины 
которого лежат в точках касания окружности со сторонами 
ромба. 

560. К окружности радиуса /? проведены 4 касательные, 
образующие ромб, ббльшая диагональ которого равна 4/?. 
Определить площадь каждой из фигур, ограниченных двумя 
касательными, проведенными из общей точки, и меныііей 
дугой окружности, лежащей между точками касания. 
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661. Площадь равнобедренной трапеции, описанной около 
круга, равна 5. Определить боковую сторону этой трапеции, 
если известно, что острый угол при основании трапеции 

равен 

662. Около круга радиуса 2 см описана равнобочная 
трйпеция с площадью 20 см 2 . Найти стороны трапеции. 

563. Около круга описана трапеция, боковые стороны 
которой образуют с большей из параллельных сторон острые 
углы аир. Определить радиус круга, если площадь трапе¬ 
ции 

564. Около круга радиуса г описана прямоугольная тра- 

3 ^ 

пеция, наименьшая из сторон которой равна Определить 
площадь трапеции. 

565. Центр круга, вписанного в прямоугольную трапецию, 
отстоит от концов боковой стороны на 2 см и 4 см. Найти 
площадь трапеции. 

666. В равносторонний треугольник со стороной а вписан 
круг. Затем в этот треугольник вписаны ещё три круга, 
касающиеся первого круга и сторон треугольника, и ещё три 
круга, касающиеся только что вписанных кругов и сторон 
треугольника, и т. д. Найти сумму площадей всех вписанных 
кругов *). 

567. Треугольник АВС вписан в окружность; через вер¬ 
шину А проведена касательная до пересечения с продолжен¬ 
ной стороной ВС в точке О. Из вершин В а С опущены 
перпендикуляры на касательную, меньший из которых ра¬ 
вен 6 см. Определить площадь трапеции, образованной этими 
перпендикулярами, стороной ВС и отрезком касательной, если 
ВС = 5 см, АО = 5 У 6 см. 

568. В правильный треугольник, сторона которого равна а, 
вписаны три равных круга, касательных друг другу. Каждый 
из них касается двух сторон данного треугольника. Определить 
радиусы этих кругов. 

1 ) То-есть предел суммы площадей вписанных кругов. 



80 


ЗАДАЧИ 


669. Внутри равностороннего треугольника со стороной а 
расположены три равных круга, касающиеся сторон тре¬ 
угольника и взаимно касающиеся друг друга. Найти площадь 
криволинейного треугольника, образованного дугами взаимно 
касающихся кругов (вершинами служат точки взаимного 
касания). 

670. Внутри квадрата со стороной а расположены четыре 
равных круга; каждый из них касается двух смежных сторон 
квадрата и двух кругов (из числа остальных трёх). Найти 
площадь криволинейного четырёхугольника, образованного 
дугами касающихся кругов (вершинами служат точки каса¬ 
ния кругов). 

671. Найти площадь сегмента, если периметр его равен р, 
а дуга содержит 120°. 

672. В треугольник вписан круг радиусом 4 см. Одна 
из сторон треугольника разделена точкой касания на части, 
равные 6 см и 8 см. Найти длины двух других сторон. 

673. Перпендикуляр, опущенный из вершины угла при 
основании равнобедренного треугольника на противоположную 
сторону, делит последнюю в отношении т : п . Найти углы 
треугольника. 

* 674. Хорда, перпендикулярная к диаметру, делит его 
в отношении т : п. Определить каждую из дуг*), на которые 
разделится окружность хордой и диаметром. 

675. Определить угол параллелограмма, если даны две 
его высоты А, и А в и периметр 2р. 

676. В прямоугольном треугольнике найти отношение 
катетов, если высота и медиана, выходящие из вершины 
прямого угла, относятся как 40:41. 

677. В прямоугольном треугольнике гипотенуза с, а один 
из острых углов равен «. Определить радиус вписанного 
круга. 

2 ) В дуговых единицах. 
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Б78. Стороны треугольника равны 25 см, 24 см и 7 см. 
Определить радиусы вписанного- и описанного кругов. 

Б79. Определить радиусы двух внешне касающихся кру¬ 
гов, если расстояние между их центрами равно <1, а угол 
между общими внешними касательными равен <р. 

580. Определить угол ромба, зная его площадь ф и пло¬ 
щадь вписанного в него круга 5. 

Б81. В круг вписан правильный 2я-угольник; вокруг этого 
же круга описан правильный я-угольник. Площади этих 
многоугольников отличаются друг от друга на Р, Определить 
радиус круга. 

682. Середины сторон правильного я-угольника соединены 
прямыми, образующими новый правильный я-угольник, впи¬ 
санный в данный. Найти отношение их площадей. 

Б83. Около правильного я-угольника со стороной а опи¬ 
сана окружность и в него вписана окружность. Определить 
площадь кольца между этими окружностями и ширину его. 

Б84. В сектор радиуса Р с центральным углом я вписан 
круг. Определить его радиус. 

585. К кругу радиуса Р прозедены из одной точки две 
касательные, составляющие между собой угол 2я. Определить 
площадь между этими касательными и дугой круга. 

586. Ромб с острым углом я и стороной а разделён 
прямыми, исходящими из вершины эіюго острого угла, на 
три равновеликие части. Определить длины отрезков этих 
прямых. 

587. Внутри угла 60° расположена точка на расстояниях а 
и Ь от его сторон. Найти расстояние этой точки до вер¬ 
шины данного угла. 

588. В равнобедренном треугольнике длины боковых 
сторон равны а каждая, а длина отрезка прямой, проведён¬ 
ного из вершины треугольника к его основанию и делящего 
угол между равными сторонами в отношении 1: 2, равна і. 
Опрелелить площадь этого треугольника. 
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589. Определить площадь треугольника, если даны а и 
Ъ — длины его сторон и і —длина биссектрисы угла между 
этими сторонами. 

Б90. Зная углы треугольника, определить угол между 
медианой и высотой, проведёнными из вершины какого-ни¬ 
будь угла. 

691. Сторона правильного треугольника равна я. Из 
центра его радиусом описана окружность. Определить 
площадь части треугольника, лежащей вне этой окружности. 

Б92. В прямоугольной трапеции, высота которой равна к, 
на стороне, не перпендикулярной к основанию, как на диа¬ 
метре, описана окружность, и оказалось, что она касается 
противоположной стороны трапеции. Найти площадь прямо¬ 
угольного треугольника, у которого катеты — основания тра¬ 
пеции. 

Б93. Доказать, что в прямоугольном треугольнике бис¬ 
сектриса прямого угла делит пополам угол между медианой 
и высотой, опущенными на гипотенузу. 

Б94. Доказать, что в прямоугольном треугольнике сумма 
катетов равна сумме диаметров вписанной и описанной 
окружности. 

595. Определить угол прямоугольного треугольника, зная, 
что радиус описанного около него круга относится к радиусу 
вписанного круга, как 5:2. 

Б96. Доказать, что прямые, соединяющие последовательно 
центры квадратов, построенных на сторонах параллелограмма 
и примыкающих к нему извне, образуют также квадрат. 

ГЛАВА 9 
МНОГОГРАННИКИ 

597. Стороны основания прямоугольного параллелепипеда 
а ѵ. д. Диагональ параллелепипеда составляет с плоскостью 
основания угол а. Определить боковую поверхность парал¬ 
лелепипеда. 
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598. Самая большая диагональ правильной шестиугольной 
призмы, имеющая длину й, составляет с боковым ребром 
призмы угол а. Определить объём призмы. 

599. Боковое ребро правильной четырёхугольной пира¬ 
миды, длиной т, наклонено к плоскости основания под уг-* 
лом а. Найти объём пирамиды. 

600. Объём правильной четырёхугольной пирамиды ра¬ 
вен V. Угол наклона её бокового ребра к плоскости ос¬ 
нования равен а. Найти боковое ребро пирамиды. 

601. Боковая поверхность правильной четырёхугольной пи¬ 
рамиды содержит 5 ел 9 , высота пирамиды Н см. Найти 
сторону основания пирамиды. 

602. Найти объём и боковую поверхность правильной 
шестиугольной пирамиды, если даны боковое ребро I и диа¬ 
метр Л круга, вписанного в основание пирамиды. 

603. Найти высоту тетраэдра 1 ), объём которого ра¬ 
вен V , 

604. В прямом параллелепипеде стороны основания равны а 
иди острый угол — а. Ббльшая диагональ основания равна 
меньшей диагонали параллелепипеда. Найти объём паралле¬ 
лепипеда. 

605. Диагонали прямого параллелепипеда равны 9 см и 
ТЛЗЗ см. Периметр его основания равен 18 см. Боковое реб¬ 
ро равно 4 см. Определить полную поверхность и объём 
параллелепипеда. 

606. Боковое ребро правильной треугольной пирамиды /, 
а высота пирамиды И. Определить двугранный угол при 
основании. 


Ч Под тетраэдром здесь понимается правильный четырёхгран¬ 
ник (иногда тетраэдром называется произвольная треугольная пира¬ 
мида]. 



84 


8ЛДЛЧИ 


607 


607. Определить объём правильной четырёхугольной пи¬ 
рамиды, зная угол <х её бокового ребра с плоскостью осно¬ 
вания и площадь 5 её диагонального сечения. Найти также 
угол, образуемый боковой гранью с плоскостью основания. 

608. Основанием правильной пирамиды служит много¬ 
угольник, сумма внутренних углов которого 540°. Опреде¬ 
лить объём этой пирамиды, зная, что боковое ребро её, 
равное /, наклонено к плоскости основания под углом а. 

609. Определить углы, составляемые с основанием бо¬ 
ковым ребром и боковой гранью правильной пятиугольной 
пирамиды, у которой боковые грани — равносторонние тре¬ 
угольники. 

610. По объёму V правильной я-угольной пирамиды, у ко¬ 
торой сторона основания равна а, определить угол наклона 
бокового ребра пирамиды к плоскости основания. 

• 611. Основание четырёхугольной пирамиды — прямоуголь¬ 
ник с диагональю, равной Ь, и углом <х между диагоналями. 
Каждое из боковых рёбер образует с основанием угол {3. 
Найти объём пирамиды. 

612. Основанием пирамиды служит равнобедренный тре¬ 
угольник с боковыми сторонами, равными а, и углом между 
ними, равным <х. Все боковые рёбра наклонены к основанию 
под углом {3. Определить объём пирамиды. 

613. Основанием прямоугольного параллелепипеда служит 
прямоугольник, вписанный в круг радиуса /?, причём мень¬ 
шая сторона этого прямоугольника стягивает дугу окруж¬ 
ности, содержащую (2а)°. Найти объём этого параллелепи¬ 
педа, зная его боковую поверхность 5. 

614. Основанием прямой призмы служит равнобедренный 
треугольник, основание которого равно а и угол при осно¬ 
вании равен <х. Определить объём призмы, если её боковая 
поверхность равна сумме площадей её оснований. 

616. Апофема правильной шестиугольной пирамиды 
равна т. Двугранный угол при основании равен а. Найти 
полную поверхность пирамиды. 
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616. Через гипотенузу прямоугольного равнобедренного 
треугольника проведена плоскость Р под углом а к пло¬ 
скости треугольника. Определить периметр и площадь фи¬ 
гуры, которая получится, если спроектировать треугольник на 
плоскость Р. Гипотенуза треугольника равна с. 

617. В правильной я-угольной пирамиде площадь основа¬ 
ния равна С}, а высота составляет с каждой из боковых гра¬ 
ней угол ср. Определить боковую и полную поверхность 
пирамиды. 

618. Сторона основания правильной треугольной пирамиды 
равна а, боковая грань наклонена к плоскости основания под 
углом ср. Найти объем и полную поверхность пирамиды. 

619. Полная поверхность правильной треугольной пира¬ 
миды равна 5. Зная, что угол между боковой гранью и ос¬ 
нованием пирамиды равен а, найти сторону основания пира¬ 
миды. 

620. Основанием пирамиды служит ромб с острым углом а. 
Боковые грани наклонены к плоскости основания под углом (3. 
Определить объем и полную поверхность пирамиды, если 
радиус вписанного в ромб круга равен г. 

621. Определить угол наклона боковой грани правилы оЧ 
пятиугольной пирамиды к плоскости основания, если площадь 
основания пирамиды равна 5, а боковой поверхности равна а. 

622. Основанием прямого параллелепипеда служит ромб. 
Плоскость, проведенная через одну из сторон нижнего 
основания и противоположную сторону верхнего основания, 
образует с плоскостью основания угол (3. Полученное сече¬ 
ние имеет площадь, равную С}. Определить боковую поверх¬ 
ность параллелепипеда. 

623. Основанием пирамиды служит равнобедренный тре¬ 
угольник с углом а при основании. Каждый из двугранных 
углов при основании равен ср. Расстояние от центра круга, впи¬ 
санного в основание пирамиды, до середины высоты боковой 
грани равно <і. Определить полную поверхность пирамиды. 
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624. Основанием пирамиды служит многоугольник, опи¬ 
санный около круга радиуса г, периметр многоугольника 
равен 2 р, боковые грани пирамиды наклонены к плоскости 
основания под углом <р. Найти объём пирамиды. 

625. Боковые рёбра правильной усечённой треугольной 
пирамиды наклонены к плоскости основания под углом а. 
Сторона нижнего основания равна а, а верхнего — Ь (а > Ь). 
Найти объём усечённой пирамиды. 

626. Основаниями правильной усечённой пирамиды слу¬ 

жат квадраты со сторонами а и Ь (а > Ь). Боковые рёбра 
наклонены к плоскости основания под углом а. Определить 
объём усечённой пирамиды и величину двугранных углов 
при сторонах оснований. — 

627. Основанием пирамиды служит прямоугольный тре¬ 
угольник с гипотенузой, равной с, и острым углом а. Все 
боковые рёбра наклонены к основанию под углом (3. Найти 
объём пирамиды и плоские углы при вершине её. 

628. В основании наклонной призмы лежит прямоугольный 
треугольник АВС, сумма катетов которого равна т и угод, 
при вершине А равен а. Боковая грань призмы, проходящая 
через катет АС, наклонена к основанию под углом (3. Через 
гипотенузу АВ и через вершину С 1 противоположного трёх¬ 
гранного угла проведена плоскость. Определить объём 
отсечённой треугольной пирамиды, если известно, что боко¬ 
вые рёбра её равны между собой. 

629. В основании пирамиды лежит равнобедренный тре¬ 
угольник с углом а при основании. Все боковые рёбра на¬ 
клонены к плоскости основания под равными углами 
<р = 90°—а. Площадь сечения, проведённого через высоту 
пирамиды и через вершину равнобедренного треугольника, 
лежащего в основании, равна ф. Определить объём пирамиды. 

630. Основанием пирамиды служит прямоугольник. Из 
боковых граней две перпендикулярны к плоскости основания, 
а две другие образуют с ней углы а и р. Высота пирамиды 
равна Н, Определить объём пирамиды. 
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631. Пирамида имеет в основании квадрат. Из двух про¬ 
тиволежащих друг другу рёбер одно перпендикулярно 
к плоскости основания, другое наклонено к ней под углом (3 и 
имеет длину I. Определить длины остальных боковых рёбер 
и углы наклона их к плоскости основания пирамиды. 

632. Основание пирамиды — правильный треугольник со 
стороной а. Одно из боковых рёбер перпендикулярно к осно¬ 
ванию, а остальные два наклонены к плоскости основания 
под равными углами (3. Найти площадь наибольшей боко¬ 
вой грани пирамиды и угол наклона её к плоскости осно¬ 
вания. 

633. Пирамида имеет в основании равнобедренный тре¬ 
угольник; боковые стороны этого основания равны а и обра¬ 
зуют угол в 120°. Боковое ребро пирамиды, проходящее 
через вершину тупого угла, перпендикулярно к плоскости 
основания, а остальные два наклонены к ней под углом а. 
Определить площадь сечения пирамиды плоскостью, кото¬ 
рая проходит через наибольшую сторону основания пира¬ 
миды и делит пополам ребро, перпендикулярное к осно¬ 
ванию. 

634. Правильная треугольная пирамида рассечена плоско¬ 
стью, перпендикулярной к основанию и делящей две стороны 
основания пополам. Определить объём отсечённой пирамиды, 
если даны сторона а основания первоначальной пирамиды 
и двугранный угол а при основании. 

635. Через вершину правильной четырёхугольной пира¬ 
миды под углом 9 к основанию пирамиды проведена пло¬ 
скость параллельно стороне основания. Сторона основания 
пирамиды равна а, а плоский угол при вершине пирамиды 
равен а. Найти площадь сечения пирамиды. 

636. Через вершину правильной' треугольной пирамиды и 
середины двух сторон основания проведена плоскость. Опре¬ 
делить площадь сечения и объёмы частей данной пирамиды, 
на которые она разделена сечением, зная сторону а её осно¬ 
вания, и угол а, образованный сечением с основанием. 
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637. Тетраэдр *), ребро которого равно а, пересечен 
плоскостью, содержащей одно из ребер тетраэдра и делящей 
противоположное ребро в отношении 2:1. Определить 
п ющадь сечения и углы этого сечения. 

638. Определить объем правильной усеченной четырех¬ 
угольной пирамиды, если сторона ббльшего основания равна а, 
сторона меньшего основания равна Ь, а острый угол боковой 
грани равен а. 

639. Определить объем правильной четырехугольной 
призмы, если ее диагональ образует с боковой гранью угол а, 
а сторона основания равна Ь. 

640. Основанием прямой призмы служит прямоугольный 
треугольник с гипотенузой с и острым углом а. Через гипо¬ 
тенузу нижнего основания и вершину прямого угла верхнего 
основания проведена плоскость, образующая с плоскостью 
основания угол (3. Определить объем треугольной пирамиды, 
отсеченной от призмы плоскостью. 

641. В основании прямой призмы лежит прямоугольный 
треугольник, у которого сумма катета и гипотенузы равна т 
и угол между ними равен а. Через другой катет и вершину 
противоположного трехгранного угла призмы проведена пло¬ 
скость, образующая с основанием угол (3. Определить объемы 
частей, на которые призма делится плоскостью сечения. 

642. В основании пирамиды лежит равнобедренный тре¬ 
угольник с углом а при основании. Каждый двугранный угол 
при основании равен ср — 90° — а. Боковая поверхность пира¬ 
миды равна 5. Определить объем пирамиды и полную по¬ 
верхность ее. 

643. Основанием пирамиды является равнобедренный тре¬ 
угольник с боковой стороной а и углом а при основании 
(а > 45°). Боковые ребра наклонены к плоскости основания 
под углом (3. В этой пирамиде проведена плоскость через ее 
высоту и вершину одного из углов а. Найти площадь сечения. 


і) См. подстрочное примечание на стр. 83. 
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644. В основании прямой призмы лежит четырёхугольник, 
в котором два противолежащих угла прямые. Диагональ осно¬ 
вания, соединяющая вершины непрямых углов, имеет длину / 
и делит один из этих углов на части аир. Площадь сече¬ 
ния, проведённого через другую диагональ основания пер¬ 
пендикулярно к нему, равна 5. Найти объём призмы. 

645. Основанием пирамиды служит квадрат. Две противо¬ 
положные грани — равнобедренные треугольники, одна из них 
образует с основанием внутренний угол |3, а другая — внеш¬ 
ний острый угол а. Высота пирамиды равна Н. Найти объём 
пирамвды и углы, образованные двумя другими боковыми 
гранями с плоскостью основания. 

646. В основании пирамиды лежит прямоугольник. Одна из 
боковых граней наклонена к основанию под углом (5 = 90° — а, 
а противоположная ей грань перпендикулярна к основанию и 
имеет вид прямоугольного треугольника с прямым углом при 
вершине пирамиды и острым углом, равным а. Сумма высот 
этих двух граней равна т. Определить объём пирамиды и 
сумму площадей двух других боковых граней. 

647. В основании пирамиды лежит прямоугольник. Одна 
из боковых граней имеет вид равнобедренного треугольника 
и перпендикулярна к основанию; в другой грани, противопо¬ 
ложной первой, боковые рёбра, равные Ь, образуют между 
собой угол 2 а и наклонены к первой грани под углом а. 
Определить объём пирамиды и угол между указанными двумя 
гранями. 

648. В правильной треугольной пирамиде со стороной 
основания, равной а, углы между рёбрами при её вершине 
равны между собой и каждый равен а (а ^ 90°). Определить 
углы между боковыми гранями пирамиды и площадь сече¬ 
ния, проведённого через сторону основания перпендикулярно 
к противолежащему боковому ребру. 

649. Определить объём правильного восьмигранника (ок¬ 
таэдра) с ребром а и двугранные углы при его рёбрах. 

650. Двугранный угол при боковом ребре правильной 
шестиугольной пирамиды равен <р. Определить плоский угол 
при вершине пирамиды. 
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651. Пирамида имеет в основании правильный шести¬ 
угольник АВСОЕР. Боковое ребро МА перпендикулярно 
к плоскости основания, а противоположное ему ребро АЮ 
наклонено к плоскости основания под углом а. Определить 
углы наклона боковых граней к плоскости основания. 

652. Основанием пирамиды служит равнобедренный тре¬ 
угольник АВС, где АВ = АС. Высота пирамиды 30 прохо¬ 
дит через середину высоты Ай основания. Через сторону ВС 
проведена плоскость перпендикулярно к боковому ребру А$, 
образующая с основанием угол а. Определить объем пира¬ 
миды, отсеченной от данной и имеющей с ней общую вер¬ 
шину 5, если объем другой отсеченной части ее равен V. 

653. Сторона основания правильной треугольной пирамиды 
равна а. Сечение, делящее угол между боковыми гранями 
пополам, есть прямоугольный треугольник. Определить объем 
пирамиды и угол между боковой гранью ее и плоскостью 
основания. 

654. Через сторону основания правильной треугольной 
пирамиды проведена плоскость перпендикулярно к противо¬ 
лежащему боковому ребру. Определить полную поверхность 
пирамиды, если указанная плоскость делит боковое ребро 
в отношении т : п и сторона основания равна д. 

655. Диагональ прямоугольного параллелепипеда равна й 
и образует с двумя смежными боковыми гранями равные 
углы а. Определить объем параллелепипеда и угол, который 
образует с плоскостью основания плоскость, проведенная 
через концы трех ребер, выходящих из одной вершины. 

656. В прямоугольном параллелепипеде точка пересечения 
диагоналей нижнего основания соединена с серединой одного 
из боковых ребер прямой, длина которой равна т. Она 
образует с основанием угол а и с одной из боковых граней 
угол р — 2а. Приняв другую смежную боковую грань за осно¬ 
вание параллелепипеда, найти его боковую поверхность и 
объем. (Доказать, что а < 30°.) 
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657. В основании прямой призмы лежит трапеция, впи¬ 
санная в полукруг радиуса /? так, что бблыпее основание 
её совпадает с диаметром, а меньшее стягивает дугу, рав¬ 
ную 2а. Определить объём призмы, если диагональ грани, 
проходящей через боковую сторону основания, наклонена 
к основанию под углом а. 

658. Диагональ прямоугольного параллелепипеда, равная 
й, образует с боковой гранью угол (3 = 90°— а. Плоскость, 
проведённая через эту диагональ и боковое ребро, пересе¬ 
кающееся с ней, образует с той же боковой гранью угол а 
(доказать, что а > 45°). Определить объём параллелепипеда. 

659. В правильной треугольной призме две вершины верх¬ 
него основания соединены с серединами противоположных им 
сторон нижнего основания. Угол между полученными,линиями, 
обращённый отверстием к плоскости основания, равен а. Сто¬ 
рона основания равна Ь. Определить объём призмы. 

660. В правильной треугольной призме'угол между диаго¬ 
налью боковой грани и другой боковой гранью равен а. 
Определить боковую поверхность призмы, зная, что ребро 
основания равно а. 

661. В основании прямой призмы лежит прямоугольный 
треугольник АВС, у которого [_С — 90°, Л = а и катет 
АС = Ь. Диагональ боковой грани призмы, проходящей через 
гипотенузу АВ, образует с боковой гранью, проходящей че¬ 
рез катет АС, угол |3, Найти объём призмы. 

662. Полная поверхность правильной четырёхугольной 
пирамиды равна 5, а плоский угол боковой грани при вер¬ 
шине равен а. Найти высоту пирамиды. 

663. В правильной п-угольной пирамиде плоский угол 
при вершине равен а, а сторона основания а. Определить 
Объём. 

664. От правильной четырёхугольной призмы плоскостью, 
проходящей через диагональ нижнего основания и одну из 
вершин верхнего основания, отсечена пирамида с полной по¬ 
верхностью 5. Найти полную поверхность призмы, если угол 
при вершине треугольника, получившегося в сечении, равен а. 
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665. Боковые рёбра треугольной пирамиды имеют одина¬ 
ковую длину I. Из трёх плоских углов, образованных при 
вершине пирамиды этими рёбрами, два равны а, а третий 
равен (3. Найти объём пирамиды. 

666 . В основании пирамиды лежит прямоугольный тре¬ 
угольник, являющийся проекцией боковой грани, проходящей 
через катет. Угол, лежащий против этого катета в основа¬ 
нии пирамиды, равен а, а лежащий в боковой грани равен |3. 
Площадь этой боковой грани больше площади основания 
на 5. Определить разность между площадями двух других 
граней и углы, образованные боковыми гранями с плоскостью 
основания. 

667. В треугольной пирамиде две боковые грани суть 
равнобедренные прямоугольные треугольники, гипотенузы ко¬ 
торых равны Ь и образуют между собой угол а. Определить 
объём пирамиды. 

668 . В пирамиде с прямоугольным основанием каждое из 
боковых рёбер равно /, один из плоских углов при вершине 
равен а, другой равен (3. Определить площадь сечения, про¬ 
ходящего через биссектрисы углов, равных (3. 

669. В параллелепипеде длины трёх рёбер, выходящих нз 
общей вершины, равны соответственно а, дне. Рёбра а и Ь 
взаимно перпендикулярны, а ребро с образует с каждым из 
них угол а. Определить объём параллелепипеда, боковую по¬ 
верхность его и угол между ребром с и плоскостью основа¬ 
ния. (При каких значениях угла а задача возможна?) 

670. В параллелепипеде все его грани—равные ромбы 
со сторонами а и острыми углами а. Определить объём этого 
параллелепипеда. 

671. Основанием наклонного параллелепипеда служит ромб 
АВСй со стороной а и острым углом а. Ребро АА 1 равно Ь 
и образует с рёбрами АВ и АО угол <р. Определить объём 
параллелепипеда. 
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672. В прямоугольном параллелепипеде проведена пло¬ 
скость через диагональ основания и диагональ большей бо¬ 
ковой грани, выходящих из одной вершины. Угол между 
этими диагоналями равен (3. Определить боковую поверхность 
параллелепипеда, площадь сечения и угол наклона сечения 
к плоскости основания, если известно, что радиус окружно¬ 
сти, описанной около основания параллелепипеда, равен К и 
меньший угол между диагоналями основания равен 2а. 

673. В основании прямой призмы лежит прямоугольный 
треугольник АВС. Радиус окружности, описанной около него, 
равен /?, катет АС стягивает дугу, равную 2(3. Через диа¬ 
гональ боковой грани, проходящей через другой катет ВС, 
проведена плоскость перпендикулярно к этой грани, обра¬ 
зующая с плоскостью основания угол (3. Определить боковую 
поверхность призмы и объём отсечённой четырёхугольной 
пирамиды. 

674. Основанием пирамиды служит трапеция, в которой 
боковые стороны и меньшее основание равны между собой, 
большее основание равно а и тупой угол трапеции равен а. 
Все боковые рёбра пирамиды образуют с плоскостью основа¬ 
ния угол (3. Определить объём пирамиды. 

675. В основании пирамиды лежит трапеция, у которой 
диагональ перпендикулярна к боковой стороне и образует 
с основанием угол а. Все боковые рёбра равны между собой. 
Боковая грань, проходящая через большее основание трапе¬ 
ции, имеет угол при вершине пирамиды <р = 2а и площадь, 
равную 5. Определить объём пирамиды и углы, под кото¬ 
рыми наклонены боковые грани к плоскости основания. 

676. В основании пирамиды лежит правильный треуголь¬ 
ник, сторона которого равна а. Высота, опущенная из вер¬ 
шины пирамиды, проходит через одну из вершин основания. 
Боковая грань, проходящая через сторону основания, противо¬ 
лежащую этой вершине, наклонена к плоскости основания под 
углом ср. Определить боковую поверхность этой пирамиды, 
если за основание её принять одну из равных боковых 
граней. 
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677. В основании прямой призмы лежит равнобедренный 
треугольник с боковой стороной, равной а, и углом при осно- 
вании, равным а. Через основание треугольника, являющегося 
верхней гранью, и противоположную вершину нижнего 
основания проведена плоскость, образующая с плоскостью 
основания угол (3. Определить боковую поверхность призмы 
и объем отсеченной четырехугольной пирамиды. 

678. В основании пирамиды — квадрат. Две боковые грани 
ее перпендикулярны к плоскости основания, а две другие 
наклонены к нему под углом а. Радиус круга, описанного 
около боковой грани, перпендикулярной к основанию, равен К. 
Определить полную поверхность пирамиды. 

679. В основании прямой призмы лежит прямоугольный 
треугольник с катетом а и противолежащим ему углом а. 
Через вершину прямого угла нижнего основания проведена 
плоскость, параллельная гипотенузе, под углом (3 = 90° — а 
к противолежащей боковой грани и пересекающая ее. Опре¬ 
делить объем части призмы между ее основанием и сечением 
и боковую поверхность призмы, если известно, что боковая 
грань, проходящая через катет а, равновелика сечению призмы. 
Определить, при каком значении угла а плоскость сечения 
пересекает боковую грань, проходящую через гипотенузу 
основания. 

680. Основанием пирамиды служит прямоугольник. Одно 
боковое ребро перпендикулярно к плоскости основания, а две 
боковые грани наклонены к ней под углами аир. Опреде¬ 
лить боковую поверхность пирамиды, если высота ее равна N. 

681. В основании пирамиды лежит прямоугольный тре¬ 
угольник, у которого один острый угол равен а и радиус 
вписанного круга равен г. Каждая из боковых граней обра¬ 
зует с основанием угол а. Определить объем, боковую и 
полную поверхность пирамиды. 

682. В основании призмы АВСЛ^В^С^ лежит равнобед¬ 
ренный треугольник АВС (АВ = АС и ^АВС^а). Вер¬ 
шина В 1 верхнего основания призмы проектируется в центр 
окружности радиуса г, вписанной в нижнее основание. Через 
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сторону АС основания и вершину В х проведена плоскость, 
наклонённая к плоскости основания под углом а. Найти пол¬ 
ную поверхность отсечённой треугольной пирамиды АВСВ 1 
и объём призмы. 

683. Основанием пирамиды служит прямоугольный тре¬ 
угольник, а высота её проходит через точку пересечения 
гипотенузы с биссектрисой прямого угла основания. Боковое 
ребро, проходящее через вершину прямого угла, наклонено 
к плоскости основания под углом а. Определить объём пира¬ 
миды и углы наклона боковых граней к плоскости основания, 
если биссектриса прямого угла основания равна т и обра¬ 
зует с гипотенузой угол 45° а. 

684. В основании пирамиды ромб со стороной а. Две со¬ 
седние грани составляют с плоскостью основания угол а, 
третья боковая грань составляет с плоскостью основания 
угол (3 (доказать, что и четвёртая боковая грань наклонена 
к основанию под тем же углом). Высота пирамиды Н. Найти 
объём пирамиды и полную поверхность её. 

685. В основании четырёхугольной пирамиды лежит ромб, 
сторона которого равна а и острый угол равен а. Плоскости, 
проходящие через вершину пирамиды и диагонали основания, 
наклонены к плоскости основания под углами <р и ф. Опре¬ 
делить объём пирамиды, если её высота пересекает сторону 
основания. 

686 . В основании наклонной призмы лежит прямоуголь¬ 
ный треугольник АВС с катетом ВС = а. Вершина В х верх¬ 
него основания проектируется на середину катета ВС. Дву¬ 
гранный угол, образованный боковыми гранями, проходящими 
через катет ВС и гипотенузу АВ, равен а. Боковые рёбра 
наклонены к плоскости основания под углом |3. Определить 
боковую поверхность призмы. 

687. В основании призмы АВСА 1 В 1 С 1 лежит равнобед¬ 
ренный треугольник АВС (АВ = АС и 1_ВАС == 2а). Вер- 
шина А г верхнего основания проектируется в центр окруж¬ 
ности радиуса /?, описанной около нижнего основания. Бо¬ 
ковое ребро АА Х образует со стороной основания АВ угол, 
равный 2а. Определить объём и боковую поверхность призмы. 
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688 . Определить объём правильной четырёхугольной пи¬ 
рамиды, боковое ребро которой равно I, а двугранный угол 
между двумя смежными боковыми гранями равен (і. 

689. В правильной усечённой четырёхугольной пирамиде 
даны: диагональ й, двугранный угол а при нижнем основа¬ 
нии и высота Н. Найти объём усечённой пирамиды. 

690. Боковое ребро правильной четырёхугольной усечён¬ 
ной пирамиды равно /, оно наклонено к плоскости основания 
под углом (3. Диагональ пирамиды перпендикулярна к боко¬ 
вому ребру её. Определить объём пирамиды. 

691. Высота правильной четырёхугольной усечённой пи¬ 
рамиды равна Н, боковое ребро и диагональ пирамиды на¬ 
клонены к плоскости её основания под углами аир. Найти 
её боковую поверхность. 

692. Стороны оснований правильной четырёхугольной 
усечённой пирамиды равны а и а |/3, боковая грань накло¬ 
нена к плоскости основания под углом Определить объём 
и полную поверхность пирамиды. 

693. В правильную четырёхугольную пирамиду вписан 
куб так, что его четыре вершины находятся на боковых 
рёбрах- пирамиды, а остальные четыре — в плоскости её 
основания. Определить ребро куба, если высота пирамиды 
равна Н, а боковое ребро равно /. 

694. В правильную четырёхугольную пирамиду вписан 
куб так, что вершины его лежат на апофемах пирамиды. 
Найти отношение объёма пирамиды к объёму куба, зная, 
что угол между высотой пирамиды и её боковой гранью 
равен а. 

695. Основанием пирамиды является прямоугольный тре¬ 
угольник с катетами 6 и 8. Вершина пирамиды удалена от 
плоскости её основания на расстояние, равное 24, и проек¬ 
тируется на эту плоскость в точку, лежащую внутри осно¬ 
вания. Найти ребро куба, четыре вершины которого лежат 
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в плоскости основания данной пирамиды, а рёбра, соединяю¬ 
щие эти вершины, параллельны соответствующим катетам 
треугольника, лежащего в основании пирамиды. Четыре дру¬ 
гие вершины куба лежат на боковых гранях данной пира¬ 
миды. 

696. В правильной четырёхугольной пирамиде двугран¬ 
ный угол при основании равен а. Через его ребро проведена 
плоскость, составляющая с основанием угол р. Сторона ос¬ 
нования равна а. Определить площадь сечения. 

697. В правильной четырёхугольной пирамиде сторона 
основания равна а, а двугранный угол при основании равен 
в. Через две противоположные стороны основания пирамиды 
проведены две плоскости, пересекающиеся взаимно под пря¬ 
мым углом. Определить длину линии их пересечения, заклю¬ 
чённую внутри пирамиды, если известно, что она пересекает 
ось пирамиды. 

698. В правильной четырёхугольной пирамиде через вер¬ 
шину основания проведена плоскость, перпендикулярная 
к противоположному боковому ребру. Определить площадь 
сечения, если сторона основания пирамиды равна а, а боко¬ 
вое ребро наклонено к плоскости основания под углом 
у (<р > 45°; доказать это). 

699. Правильную четырёхугольную призму требуется пе¬ 
ресечь плоскостью так, чтобы в сечении получился ромб 
с острым углом а. Найти угол наклона секущей плоскости 
к основанию. 

700. Основанием прямого параллелепипеда служит ромб 
с острым углом «. Под каким углом к основанию нужно пе¬ 
ресечь этот параллелепипед плоскостью, чтобы в сечении 
получился квадрат с вершинами на боковых рёбрах. 

701. Прямой параллелепипед, имеющий в основании ромб 
со стороной а и острым углом а, пересечён плоскостью, про¬ 
ходящей через вершину угла а и дающей в сечении ромб 

с острым углом Определить площадь этого сечения. 
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702. Ребро тетраэдра равно Ь. Через середину одного 
из рёбер проведена плоскость параллельно двум непересекаю- 
шимся ребрам. Определить площадь полученного сечения. 

703. Пирамида имеет в основании прямоугольный тре¬ 
угольник с катетом а. Одно из боковых рёбер пирамиды пер¬ 
пендикулярно к плоскости основания, а другие два наклонены 
к ией под одним и тем же углом а. Плоскость, перпенди¬ 
кулярная к основанию, даёт в сечении с пирамидой квадрат. 
Определить площадь этого квадрата. 

704. В правильной четырёхугольной усечённой пирамиде 
стороны верхнего и нижнего оснований равны соответствен¬ 
но а и За и боковые грани наклонены к плоскости нижнего 
основания под углом а. Через сторону верхнего основания 
проведена плоскость параллельно противоположной боковой 
грани. Определить объём четырёхугольной призмы, отсечён¬ 
ной от данной усечённой пирамиды, и полную поверхность 
остальной части её. 

705. Из точки, взятой на ребре правильной треугольной 
призмы со стороной основания а, проведены две плоскости. 
Одна проходит через сторону нижнего основания призмы под 
углом а к последнему, а другая — через параллельную ей 
сторону верхнего основания пол углом р к нему. Определить 
объём призмы и сумму площадей полученных сечений. 

ф 706. В правильной четырёхугольной призме через сере¬ 
дины двух смежных сторон основания проведена плоскость, 
пересекающая три боковых ребра и наклонённая к плоскости 
основания под углом а. Определить площадь полученного 
сечения и острый угол его, если сторона основания призмы 
равна Ь. 

707. В основании прямой призмы лежит равнобочная 
трапеция с острым углом а, описанная около круга радиуса г. 
Через боковую сторону нижнего основания и противополож¬ 
ную вершину острого угла верхнего осіювания проведена 
плоскость, образующая с плоскостью основания угол а. 
Определить Соковую поверхность призмы и площадь се¬ 
чения. 
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708. В основании прямой призмы АВСА^В^С^ лежит рав¬ 
нобедренный треугольник АВС с углом а при основании ВС. 
Боковая поверхность призмы равна 5. Найти площадь сечения 
призмы плоскостью, проходящей через диагональ боковой 
грани ВСС^В Х параллельно высоте АО основания призмы и 
образующей с плоскостью основания угол (3. 

709. В основании прямой призмы АВСА 1 В 1 С 1 лежит пря¬ 
моугольный треугольник АВС с углом {3 при вершине В 
((3 < 45°). Разность между площадями её боковых граней, 
проходящих через катеты ВС и АС, равна 5. Найти площадь 
сечения призмы плоскостью, образующей с плоскостью 
основания угол <р и проходящей через три точки: вершину В г 
угла (3 верхнего основания, середину бокового ребра АА 1 и 
точку О, расположенную на плоскости основания симметрично 
с вершиной В относительно катета АС. 

710. Непересекающиеся диагонали двух смежных боковых 
граней прямоугольного параллелепипеда наклонены к пло¬ 
скости его основания под углами а п (3. Найти угол между 
этими диагоналями. 

711. Даны три плоских угла трёхгранного угла 8 АВС: 
/_В 8 С = а ; /_С 8 А — [3; ^А 8 В — 4 . Найти двугранные углы 
этого трёхгранного угла. 

712. Один из двугранных углов трёхгранного угла равен А\ 
прилежащие к данному двугранному углу плоские углы соот¬ 
ветственно равны а и (3. Найти третий плоский угол. 

713. В трёхгранном угле даны три плоских угла в 45°, 
60° и 45°. Определить двугранный угол, заключённый между 
теми двумя гранями, которые содержат плоские углы по 45°. 

714. На ребре двугранного угла дан отрезок АВ. В одной 
из граней дана точка М, в которой прямая, проведённая из 
точки А под углом а к АВ, пересекает прямую, проведённую 
из В перпендикулярно к АВ. Определить величину двугран¬ 
ного угла, если прямая АМ наклонена ко второй грани дву¬ 
гранного угла под углом (3. 
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715. Даны две скрещивающиеся прямые, наклонённые 
друі к другу под углом <р и имеющие общий пересекающий 
их перпендикуляр Р^ = к. На этих прямых даны две точки 
А и В, из которых отрезок Р($ виден под углами аир. 
Определить длину отрезка АВ. 

716. На двух Взаимно перпендикулярных скрещивающихся 
прямых, кратчайшее расстояние между которыми Лф = к, 
даны две точки А и В, из которых отрезок Яф виден под 
углами а н р. Определить угол наклона отрезка АВ к от* 
резку Яф. 

717. Секущая плоскость делит боковые рёбра треуголь¬ 
ной пирамиды в отношениях (считая от вершины) 

п х п 3 п 3 

В каком отношении эта плоскость разделит объём пирамиды? 

718. Из середины высоты правильной четырёхугольной 
пирамиды опущен перпендикуляр на боковое ребро, равный к, 
и перпендикуляр на боковую грань, равный Ь. Найти объём 
пирамиды. 


ГЛАВА 10 
КРУГЛЫЕ ТЕЛА 

719. Образующая конуса равна I и составляет с плоско¬ 
стью основания угол в 60°. Определить объём конуса. 

720. Длина образующей конуса равна I, а длина окруж¬ 
ности основания — с. Определить объём. 

721. Боковая поверхность цилиндра развёртывается в квад¬ 
рат со стороной а. Найти объём цилиндра. 

722. Боковая поверхность цилиндра, будучи развёрнута, 
представляет собою прямоугольник, в котором диагональ 
равна (I и составляет угол а с основанием. Определить объём 
цилиндра. 

723. Угол при вершине осевого сечения конуса равен 2а, 
а сумма длин его высоты и образующей равна т. Найти 
объём и полную поверхность конуса. 
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724. Объём конуса V. Высота его разделена на три рав¬ 
ные части и через точки деления проведены плоскости парал¬ 
лельно основанию. Найти объём средней части. 

725. Определить объём конуса, если в его основании 
хорда, равная а, стягивает дугу а, а высота конуса соста¬ 
вляет с образующей угол р. 

726. На одном и том же основании построены два конуса 
(один внутри другого); угол между высотой и образующей 
меньшего конуса равен <х, а угол между высотой и образую¬ 
щей большего конуса равен [3. Разность высот конусов равна к. 
Найти объём, заключённый между боковыми поверхностями 
этих конусов. 

727. Боковая поверхность конуса равна 5, а полная по¬ 
верхность— Р. Определить угол между высотой и обра¬ 
зующей. 

728. Боковая поверхность конуса, будучи развёрнута на 
плоскость, представляет круговой сектор с углом а и хор¬ 
дой а. Определить объём конуса. 


729. Через вершину конуса под углом ® к основанию 
проведена плоскость, отсекающая от окружности основания 
дугу а; расстояние плоскости от центра основания равно а. 
Найти объём конуса. 

730. В основание конуса вписан квадрат, сторона кото¬ 
рого равна а. Плоскость, проходящая через вершину конуса 
и сторону квадрата, даёт в сечении с поверхностью конуса 
треугольник, угол при вершине которого а. Определить 
объём и полную поверхность конуса. 

731. Образующая усечённого конуса I составляет с пло¬ 
скостью нижнего основания угол а и перпендикулярна к пря¬ 
мой, соединяющей верхний конец её с нижним концом про¬ 
тивоположной образующей. Найти боковую поверхность усе¬ 
чённого конуса. 
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732. Дан конус объёма V, образующая которого накло¬ 
нена к плоскости основания под углом а. На какой высоте 
надо провести плоскость, перпендикулярную к оси конуса, 
чтобы сечение конуса разделило пополам его боковую по¬ 
верхность? Тот же вопрос для полной поверхности. 

733. Определить объём и полную поверхность шарового 
сектора, вырезанного из шара радиуса и имеющего в осе¬ 
вом сечении угол а. 

734. Шаровой сегмент шара радиуса /? имеет полную 
поверхность 5. Найти его высоту. 

735. Площадь треугольника АВС равна 5, сторона АС = Ь 
и І^САВ — а. Найти объём тела, полученного при враще¬ 
нии треугольника АВС около стороны АЗ. 

736. В треугольнике даны сторона а, угол В и угол С. 
Определить объём тела, полученного от вращения треуголь¬ 
ника около данной стороны, 

737. Ромб с ббльшей диагональю й и острым углом -у 
вращается вокруг оси, проходящей вне его через вершину 
ромба и перпендикулярной к ббльшей диагонали его. Опре¬ 
делить объём тела вращения. 

738. В треугольнике даны стороны йси угол между 
ними а. Этот треугольник вращается около оси, которая 
проходит вне его через вершину угла а и равно наклонена 
к сторонам Ь и с. Определить объём тела вращения. 

739. В равнобедренной трапеции диагональ перпендику¬ 
лярна к боковой стороне. Боковая сторона равна Ь и соста¬ 
вляет с бблыним основанием угол <х. Определить поверхность 
тела, образованного вращением трапеции вокруг большего 
основания. 

740. Через вершину конуса проведены две плоскости. 
Одна из них наклонена к плоскости основания конуса под 
углом а и пересекает это основание по хорде,. длина кото¬ 
рой равна а, а другая наклонена к плоскости основания под 
углом (і и пересекает основание по хорде, длина которой 
равна Ь. Определить объём конуса. 
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741. В конус вписан шар. Найти объем шара, если обра¬ 
зующая конуса равна I и наклонена к плоскости основания 
под углом а. 

742. Прямая линия — касательная к боковой поверхности 
конуса — составляет с образующей, проходящей через точку 
касания, угол Ѳ. Какой угол <р составляет эта прямая с пло¬ 
скостью основания Р конуса, если образующие его накло¬ 
нены к плоскости Р под углом о? 

743. Тупоугольный треугольник, острые углы которого 
а и р и меньшая высота равна к, вращается около стороны, 
противолежащей углу р. Найти поверхность тела вращения. 

744. В конус, поставленный основанием вверх и пред¬ 
ставляющий в осевом сечении равносторонний треугольник, 
налита вода и положен шар радиуса г. Тогда оказалось, 
что уровень воды касается шара. Определить высоту воды 
в конусе после того, как шар будет из него вынут. 

746. В конус, радиус основания которого равен /? и об¬ 
разующие наклонены к основанию под углом вписана 

прямая треугольная призма так, что ее нижнее основание 
лежит на основании конуса, а вершины верхнего — на боко¬ 
вой поверхности конуса. Определить боковую поверхность 
призмы, если в основании призмы лежит прямоугольный 
треугольник с острым углом о, а высота призмы равна ра¬ 
диусу сечения конуса плоскостью, проходящей через верх¬ 
нее основание призмы. 

746. В треугольную пирамиду, в основании которой — 
правильный треугольник со стороной а, вписан цилиндр так, 
что нижнее его основание находится на основании пирамиды, 
а верхнее касается всех боковых граней. Определить объем 
цилиндра и объем пирамиды, отсеченной плоскостью, про¬ 
ходящей через верхнее основание цилиндра, если известно, 

что высота цилиндра равна одно из боковых ребер пи¬ 
рамиды перпендикулярно к плоскости основания, а боковая 
грань наклонена к основанию под углом а (определить, при 
каких значениях а задача возможна). 
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747. В шар радиуса /? вписана прямая треугольная призма. 
Основанием призмы служит прямоугольный треугольник с 
острым углом а, а наибольшая её боковая грань есть квад¬ 
рат. Найти объём призмы. 

748. Основанием пирамиды служит прямоугольник с острым 
углом о между диагоналями, а боковые рёбра образуют с пло¬ 
скостью основания угол <р. Определить объём этой пирамиды, 
если радиус шара, описанного около неё, равен /?. 

749. Радиус основания конуса равен /?, а угол при вершине 
осевого сечения равен о. Найти объём правильной треуголь¬ 
ной пирамиды, описанной вокруг конуса. 

750. В усечённый конус вписан шар радиуса г. Образую¬ 
щая конуса наклонена к основанию под углом а. Найти 
боковую поверхность усечённого конуса. 

751. Около шара описан усечённый конус, у которого 
образующие наклонены к основанию под углом а. Определить 
полную поверхность этого усечённого конуса, если радиус 
шара равен г. 

752. В усечённый конус вписан шар радиуса г. Образую¬ 
щая конуса наклонена к плоскости основания под углом а. 
Найти объём конуса. 

753. В шаре радиуса /? из точки его поверхности про¬ 
ведены три равные хорды под углом а друг к другу. Опре¬ 
делить их длину. 

754. В шар радиуса /? вписан усечённый конус. Основа¬ 
ния усечённого конуса отсекают от шара два сегмента с ду¬ 
гами в осевом сечении, соответственно равными аир. Найти 
боковую поверхность усечённого конуса. 

755. Боковые рёбра правильной четырёхугольной пирамиды 
наклонены к основанию под углом а. Боковые грани накло¬ 
нены к основанию под углом ©. Апофема пирамиды равна т. 
Найти полную поверхность конуса, описанного около пира¬ 
миды. 
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756. Около правильной шестиугольной пирамиды описан 
конус. Найти его объём, если ребро пирамиды равно / и 
плоский угол между двумя соседними боковыми рёбрами ра¬ 
вен «. 

757. В правильную треугольную пирамиду вписан конус. 
Найти объём конуса, если ребро пирамиды равно / и пло¬ 
ский угол между двумя соседними боковыми рёбрами равен о. 

758. В шар вписан конус, объём которого равен -і- объёма 
шара. Найти объём шара, если высота конуса равна Н. 

759. В правильную треугольную призму вписан шар, 
касающийся трёх граней и обоих оснований призмы. Найти 
отношение поверхности шара к полной поверхности призмы. 

760. Шар радиуса /? вписан в пирамиду, в основании 
которой лежит ромб с острым углом о. Боковые грани пи¬ 
рамиды наклонены к плоскости основания под углом <р. 
Найти объём пирамиды. 

761. В правильную четырёхугольную пирамиду вписан 
полушар так, что его плоская грань параллельна основанию 
пирамиды, а шаровая поверхность касается его. Определить 
полную поверхность пирамиды, если боковые её г^ани обра- 
вуют с основанием угол о и радиус шара равен г. 

762. В правильную четырёхугольную пирамиду вписан 
полушар так, что плоская грань его лежит на основании 
пирамиды, а шаровая поверхность касается боковых граней 
пирамиды. Найти отношение полной поверхности полушара 
к полной поверхности пирамиды и объём полушара, если 
боковые грани наклонены к плоскости основания под углом а 
и разность между стороной основания и диаметром шара 
равна т. 

763. В конус с радиусом основания /? и углом а между 
высотой и образующей вписан шар, касающийся основания 
и боковой поверхности конуса. Определить объём части ко¬ 
нуса, расположенной над шаром. 
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764 


764. Полная поверхность прямого кругового конуса в я 
раз больше поверхности вписанного в него шара. Под каким 
углом образующие этого конуса наклонены к плоскости его 
основания? 

765. В конус вписан шар. Отношение их объёмов равно я. 
Найти угол наклона образующей к основанию (вычислить 
при я = 4). 

766. Определить угол между осью и образующей такого 
конуса, у которого полная поверхность в я раз больше пло¬ 
щади осевого сечения. 

767. В конус вписана полусфера, большой круг которой 
лежит на основании конуса. Определить угол при вершине 
конуса, если полная поверхность конуса относится к боковой 
поверхности полусферы, как 18 : 5. 

768. Определить угол между высотой и образующей ко¬ 
нуса, если известно, что объём конуса в 1 -д раза больше 

объёма полушара, вписанного в конус так, что плоская грань 
полушара лежит в основании конуса, а полушаровая поверх¬ 
ность касается боковой поверхности конуса. 

769. Определить угол между высотой и образующей ко¬ 
нуса, боковая поверхность которого делится на две равно¬ 
великие части линией пересечения её со сферической поверх¬ 
ностью, имеющей центр в вершине конуса и радиусом высоту 
конуса. 

770. Конус с высотой Н и углом между образующей и 
высотой, равным а, надо рассечь сферической поверх¬ 
ностью с центром в вершине конуса так, чтобы объём ко¬ 
нуса оказался разделённым пополам. Найти радиус этой 
сферы. 

771. На высоте конуса, равной Н, как на диаметре, 
описан шар. Определить объём части шара, лежащей вне 
конуса, если угол между образующей и высотой равен а. 
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772. Даны два шара О и О х , касающиеся извне, и опи¬ 
санный около них конус. Вычислить боковую поверхность 
усечённого конуса, основаниями которого служат окружности 
прикосновения шаров к поверхности конуса, если радиусы 
шаров равны /? и 

773. На столе, касаясь друг друга, лежат четыре шара 
одинакового радиуса г. Сверху в ямку, образованную ими, 
положен пятый шар того же радиуса. Найти расстояние от 
верхней точки пятого шара до плоскости стола. 

774. Определить угол при вершине в осевом сечении 
конуса, описанного около четырёх равных шаров, располо¬ 
женных так, что каждый касается трёх других. 

775. Грани правильной усечённой треугольной пирамиды 
касаются шара. Определить отношение поверхности шара 
к полной поверхности пирамиды, если боковые грани пира¬ 
миды наклонены к плоскости её основания под углом а. 

» 776. В конус вписан цилиндр, высота которого равна 
радиусу основания конуса. Найти угол между осью конуса 
и его образующей, если полная поверхность цилиндра от¬ 
носится к площади основания конуса, как 3:2. 

777. Радиус шара, вписанного в четырёхугольную пра¬ 
вильную пирамиду, равен г. Двугранный угол, образованный 
двумя соседними боковыми гранями этой пирамиды, равен а. 
Определить объём пирамиды, имеющей вершину в центре 
шара, а вершины основания — в четырёх точках касания 
шара с боковыми гранями данной пирамиды. 

778. В конус вписан шар радиуса г. Найти объём конуса, 
если известно, что плоскость, касающаяся шара и перпенди¬ 
кулярная к одной из образующих конуса, отстоит от вер¬ 
шины конуса на расстоянии Л. 

779. Ребро куба равно а\ АВ — его диагональ. Найти 
радиус сферы, касающейся трёх граней, сходящихся в вер¬ 
шине А и касающейся трёх рёбер, выходящих из вершины В. 
Найти также часть поверхности этой сферы, которая лежит 
вне куба. 
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780 


780. В тетраэдр *), у которого ребро равно а, вписан 
шар так, что он касается всех рёбер тетраэдра. Определить 
радиус этого шара и объём части шара, расположенной вие 
тетраэдра. 


ГЛАВА 11 

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

Доказать тождества: 

781. зес зес ^— о^ = 2зес2а. 

782 . «Л (2д ± Ж _ 2 ^(д + 0) д ?!°1. 

8Іп а і г/ 8|п а 

783. 2(созес2а + с(§[2а) = с(§[ ~ 

784. соза + - 5 ) п - ? == ^(45 п 4-а). 

СОЗ а— зіп а 6 ' 1 ' 

_ 0 _ С08О + 8ІПО „ . _ 

785. - 1 —:— = іг 2а 4-зес 2а. 

соз а — 8Іп а & 1 

786. в1„7(і + .)- 5 1п»(|_а) = і^|. 


787. 


2 соз 2 а — 1 


= 1 . 


2*8 (-|--<х).8іп 2 (|- + ®) 

788. -«) = Г 

789. С08 2 ° 

790 зіп а + соз (20-а) _ Г к \ 

/Ви * соз а — зіп (20 — а) ' 6 \ 4 Р Г 

1 - 1- сіп с /п 1 - 1 і 

791. 


■ зіп 2а 
4- зіп 2а* 

т п-, „ = 4-' зіп 2 2а. 

с(§ 2 а —1§ 2 а 4 . 


соз 2а 


1 —‘8 




Ч См. подстрочное примечание на стр. 83'. 
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8ІП.У + С05 (2у — х) 1 + ЗІП 2у 
СОЗ X — 8ІП (2у — х) С05 2у * 

793. 1е а * — Р = 5ІП (а 4- Р) зіп (а — (3) зес 2 а зес 2 р. 


794. 


Чт~ігН 1+5Іпа ) 


5іп а 


сі§а. 


7№. *е(т + т) 


1 — 5ІП а 
соз а 


1. 


796. 


797. 


2 (зіп 2а + 2 соз а а — 1) _ 

СОЗ о — зіп о — соз За + зіп За 

зіп а — зіп За 4- зіп 5а , п 
-’-За. 


созес а. 


соз а — соз За + соз 5а 
798. зіп(а — &)-}-5іп(а — с)4-з1п(&— ф 


= 4 соз 


Ь . а — б Ь—б 
зіп —5— соз —. 


799. 2 (зіп® лг —сов® л:) — 3 (з1п 4 а: + соз 4 а:)+ 1=0. 

800. зіп а -)- 8Іп ( в- Ь^’) - І" 8ІП ( а +^) = 

801. з1п 2 (45 0 4-а)— зіп 2 (30°—а)-зіп 15°с05(15°4-2а)=« 

= зіп 2а. 


802. Показать, что 

1-2 со*» 

зіп Ч> соз і ® т 1Л ё Т* 

803. Показать, что 

. 2 _а _ 2 зіп а — зіп 2а 

® 2 2 зіп а ■+■ зіп 2а * 

804. Доказать тождество 

соз 2 <р 4- соз 2 ( 04 -?) — 2 соз а соз <р соз (а 4* ?) = зіп® а. 

805. Упростить выражение 

зіп 9 а 4- зіп 2 Р + 2 зіп а зіп (3 соз (а -Ь р). 
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806. Упростить выражение 

8іп 2 а + зіп 2 р + зіп 2 к — 2 соз а соз р соз к, 
если а + р + ^=іг. 

807. Доказать, что 

с^Лсі^Я-|-с^ Лсі§С + сі§ Ясі^С = 1, 
если А -|- В + С — я. 


808. Доказать, что 

71 2тс 

С08 СОЗ -=■ 
5 5 


1_ 

4 * 


809. Доказать, что 

я , Зя 1 
С08 -(Г —р СОЗ — “2~ • 


Привести к виду, удобному 
для логарифмирования: 

810. 1+соза + созу. 

811. 1 — у г 2соза+соз2а. 

812. 1 — зіп 2 (а+Р) — 8іп 2 (а —Р). 

813. 1 +зіпа + соза+і§а. 

_ . . 1 + зіп а — соз а 

814. ---. 

81 "^ 

815. 1 — Іда+зеса. 

816. соз а + зіп 2а—соз За. 

817. + 
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2 зіп Р— Зіп2р 
й,в * 2 зіп р -(- зіп 2|Г 

. „. 'Ѵ 2 — соз а — зіп а 
* зіп а — сова 

820. сі& « -}- сі& 2а -)- созес 2а. 

821. соз 2а 4- зіп 2а і§[ а. 


822. 2 зіп 3 а 4- зіп 2а — 1. 


823. 


1 +^2аІ§а 

с*8 о + *§ <* * 


824. 24-^ 2 а 4-с*б2а. 

825. іе* — 14-*»пх(1— + 


826. 

827. 

828. 
829. 


1 + соз а 4 СОЗ 2а + СОЗ За 
С08 о + 2 соз 2 о—1 "* 

1 — ^ зіп 3 2а — зіп 3 р — соз 4 а. 




зіп (х +у + г) 
СОЗ X соз у СОЗ 2 ' 


зіп а 4“ зіп р 4' зіп Т> еСЛИ а 4“ Р + Т = 180°, 


ГЛАВА 12 

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 
Решить уравнения: 

830. 1 — зіп Ьх = ^соз Щ — зіп . 

831. 5Іп х 4~ 5Іп 2лт 4-зіпЗйг4- зіп 4лт = 0. 

832. зіп (х 4- 30°) 4- соз (х 4- 60°) = 1 + соз 2дг. 

833. зіп х 4* зіп 2л; 4 - зіп ох = соз х 4“ с ° 5 Ч" сов 
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834 


834. соз 2х — со$ 8л: -4- со$ 6л: = 1. 

835. соз X — соз 2л: = зіп Зл:. 

836. 5Іп (х — 60°) = соз (л: 4* 30°). • 

837. з1п5л:4-зтпл:4-2 8Іп^л:= 1. 

838. 8Іп а л:(1ё: л: 4- 1) = 3 зіп л:(соз х — 

839. соз 4л: = — 2 соз® х. 

840. зіп х 4- соз л: = . 

зіп X 

841. зіп Зл: = соз 2л:. 

842. зіп* ^4” с °з 4 -^ =-|-. 

843. Зі^х — зес а * = I. 

844. (1 4" С03 4 х ) 8Іп 4х — соз 2 2лг. 

845. зіп 4 л: — соз 4 х = соз 4л. 

846. 3 соз 2 л:— зіп 3 л: — зіп 2л: = 0 . 

847. соз 3 л: 4-3 зіп 2 л: 4-2 |/3 зіп лесозл: 

848. 6 з\о а х 4- 3 зіп х соз х — 5 соз 3 х — 

3 5 

849. зіп 2 л: 4-соз 3 л: = зіп х соз л:. 

850. зіп х 4* 1^3 соз х = 1. 

851. зіп х 4“ соз х = 1. 

Ё52. зіп х 4~ соз х = 1 4* зіп 2лс. 

853. зіп Зл: 4~ соз Зл: = |/2. 

854. зіп X зіп 7л; =» зіп Зл: зіп 5л:. 


зіп х) 4* 3. 


2 . 
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855. соз х зіп 7х — соз Злг зіп 5х. 

856. ■зіп *.8іп 2х зіп Зле == ~ зіп 4 л:. 

857. 2 соз а л:-+- 4 соз х = 3 зіп'л:. 

858. 5 соз 2л: = 4 зіп х. 

859. 1§ х —2 = 0. 

860. 8і е а^ = і_|_ 5еС л:. 


С08 {і~ х ) х 

Ш - тйііПГ—с’т- 1 - 

862. 1 — соз (к — х) 4~ зіп х - ~ 0. 

863. 2[і_ 8 іп(^_ *)] = /3 


864. зіп х —соз х —4 соз а л: зіп л: ** 4 зіп 8 х. 


865. с<ех+ ѵ _У* = 2. 

° 1 1 -{- соз х 

866. 2с(§(л:—я) — (соз л: + зіп *)(созеслг— зесл:) = 4. 


867. зіп(я-^ + с і § (і—лс) = 52і|^іі. 

868. -— =а 2 зіп "тг • ■ 

і л . дг 2 

1 — с1 8“2 

В69. зіп (я — л:) + с(§ ^ л:^ = зес (— л:) — соз (2я—л:). 
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870 


870. зес 2 *—1§ 2 х + сі§ ^ = соз 2х зес 2 х. 

871. зіп 3 Л:(1 +сідх)+ соз 3 х(1 +і§х) = соз 2х. 

872. зіп 3 Л: соз Зх зіп Зх соз 3 х == 0,375. 

873. !§■ х ^ 2х = ід За:. 

874. 1 -Ь зіп х-}- соз х = 2 соз^--— 45°^. 

875. 1—соз 2 2х = зіп Зл:— 008 (у-Ь ■*)• 

876. 1—3 соз х 4- соз 2х = -і 03 ^ с х ) ' 

1 сІ§2* — сІ&* 

877. [соз *_ зіп (л; — Л )]2+1=_^0 Г . 

878. (зіп Д: С оз ж) 2 = 2 зіп -\- х ) зіп ^ . 

879. 2 — %іп х соз 2х — зіп 2х соз х =э 

=Н(т-І)-Чт-І)Т- 

880. (1 — і{тх)(1 зіп 2д?) = 1 —д:, 

ввьсмх+й.»-^^-. 

В82. (1 + зіп 2л:)(со8 х — зіп х) = 1 •— 2 зіп 9 х, 

883. = зіп (х + 30°) зіп (х — 30°). 

884. 8|п № + -г>4- зіп (60° - х) _ . 1%х , сія д: 

2 (1 + д:)2“Г (1 + сі^ ѵ)* * 
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885. вес 2 * — (соз ж -{-зіп 

8ІП (X — 30°) + С05 (60° — х) 


соз* 


886. 5іп(|- + *)-з1п (!--*)- і у Г - • 

1 4- С08 2х 


887. 2 V 2 8іп (45 э + х) = 


888. 2 _ 2 ( зіп 2х ~ С05 2лг == с03 4 х — зіп* а;. 

уз зес 2 дг 


889. зіп Здг = 4 зіп х соз 2х, 


те 4-л: 


890. зес х -}- 1 = зіп (те — л)— соз х !§■ —?> 

891. -2 зіп (45° -}- х) зіп (45°—лг) = 0. 

і2 2/Х ^ 


892. і ё (я—45°) ід * (х + 45°) = 


4 соз 2 х 


. х . X 

‘8-0— СШ 


2 ~ 1& 2 

893. ‘8 (■* + 4 5°) 4~ ‘8 (* 45°) и (л: + 4 5°)і е л;. 

894 . ( х + <*)-}-‘8 (*— а ) = 2 сідх . 


895 


896. 


. (зіП тр — СОЗ 


2 


х дг4-я* 


5ІП X 


зіп (30° 4- *) 4- 5ІП (30° — х) 

= 1 + (I -Ь 45°) - іе (45° - 5-). 
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897 


897. 5іп 4 х -)- кіи 4 {^х 4- . 

897а. 5Іп 4 х-\- зіп 4 ^лг+ ^ +5Іп 4 ^х — 

Решить системы уравнений: 
спо X-4-У X —у 1 1 

898. соз—Г-^-соз— 7 Г~~' 2 ' С05 х С05 У = ^ • 

899. х~\-у = а, зіп л: зіп .у = те. 

900. х -{-у — а, х-\-і%у — те. 

901. л:4 -У=\< + !• 

902 2 8ІП 3:+С03 У — 1 |0з!п 3 а!+со8 г у _^ 

903. зіп х зіп у = -^=-, 1§*1§.У = у. 

904. 5ІП X = 2 ЗІП у, СОЗАГ — уСОЗД/. 

ГЛАВА 13 

ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 
905. Вычислить 

2 агс зіп (— 4- агс сі§ (— 1)4- агс соз 4- 

+ у агс соз (— 1). 

906. Доказать, что 

т/ - 1_ х і 

(агс соз х) = -—- . 
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907. Доказать, что 

1§(агс 5іп*)=^===. 




Вычисли 

ть: 

908. 

зіп 

[1агссі е (—1)]. 


909. 

ЗІП 

[ 2 агс зіп ( {~)]. 


910. 

сі§ 

[? агс соз (-у)]. 


911. 

«( 

_ , /3 1 

5 агс -агс зіп 

Щ. 

912. 

зіп 

(з агс + 2 агс соз 

і)-' 

913. 

соз 

[З агс зіп -|- агс соз 

'(-і)] 



Доказать тож 

дества: 

814. 

агс 

(3 + 2 У 2) — агс !§■ 

VI я 

2 ~ 4 


Ѳ1Б. агс соз л/~\ — агс со5 — 6 ~ІІ 1 ■ = . 

г 3 2 /з 6 

Ѳ16. агс зіп ^ -}- агс зіп ^ + агс зіп . 


917. агс соз - 5 - + агс соз -і) = агс соз (— 
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918—928 


918. 2агс і&-і- + агсІ&-^- = агс1§ 

919. агс 1 + агс ~ + агс і&у + агс . 

Решить уравнения: 

920. 4агсі§(л: 2 —За: — 3) — я = 0. 

921. 6 агс зіп (л: 2 — 6л: -{- 8,5) = те. 

922. агс (а: + 2) — агс*2(А;-|-1) = -^-. 

1 Я 

923. 2агсі§-2 — агсі§л:=^-. 

924. агс зіп —%= — агс зіпі^ 1 — х = агс зіп 4-. 

ЗУ* г 3 

925. агс^у — агсі^^| = агс1ёА:. 

926. агс зіп За: = агс соз 4а\ 

Юл 

927. 2 агс зіп х = агс зіп 

928. Решить систему уравнений 

А;-{-.у = агсІ2і“2> = (|а| < О- 



ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ 




ЧАСТЬ ПЕРВАЯ 

АРИФМЕТИКА И АЛГЕБРА 


ГЛАВА 1 

АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ 


1. 6,5625. 

2 . 29 ^ 2 - 

3. 3651. 

4 - 3 Г5Ѵ 
Б. 181. 

6. 50. 

7. 23, 865. 

8. 36 |. 

9. 599,3 



18. 100. 

19. 10. 

20. 7І. 

21. 5. 

22 . 3 . 

23. 2|.' 

24. 5. 

25. і2. 

26. 10. 

27. 1. 

28. 1320. 

29. 11. 

30. 250. 

31. 4. 

32. 4000. 

33. 66. 

34. 2. 

35* 9,5* 
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ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ 


41. 

42. 1301. 

43. —20,384. 

44. 2,25. 

45. 1 І-. 

ГЛАВА 2 
АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
Предварительные замечания 

При решении задач настоящей главы (начиная с задачи 62) 
необходимо учесть следующее. 

п _ 

1. Напомним, что корень у а называется арифметиче¬ 
ским, если число а, ив которого он извлекается, положи¬ 
тельно (или равно нулю) и если, кроме того, сам корень 
берётся положительным. 

Примеры. Выражение У—27 не может представлять ариф¬ 
метического корня, так как подкоренное число отрицательно. Выра¬ 
жение 16 представляет арифметический корень, если рассматри¬ 
вать только положительное значение этого корня (т. е. 2). Выраже¬ 
ние УШ представляет арифметический корень (т. е. 3), если рас¬ 
сматривать только действительное его значение ^оно имеет ещё два 
3,3УТ , 3 зуіГЛ 

мнимых значения — - ^— і и —^—•)• Выражение 

У—16 не может представлять арифметического корня, так как под 
ьорііем число отрицательное. 

2. Излагаемые в алгебре правила преобразования радика¬ 
лов безоговорочно верны только для арифметических корней. 

г в_ 

Например, равенство у х = у х 9 не верно при отрица¬ 
тельных значениях х. Так, при х = — 8 левая часть равен¬ 
ства имеет только одно действительное значение У—8 = — 2, 

а правая часть—два действительных значения у 64 = :+: 2 


36. 0,09. 

47 §5 
87 . 48 . 

38 . 2 . 

89 . - 4 . 

40. 2 А. 
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(если рассматривать мнимые значения корней, то У — 8 имеет 

три значения, а у 64 — шесть). 

Ввиду этого в настоящем разделе, где выполняются 
тождественные преобразования иррациональных выражений, 
мы принимаем, что все подкоренные выражения могут иметь 
только положительные (и нулевые) значения 1 ). Тем самым 
на буквенные величины, входящие в упрощаемые выражения, 
накладываются некоторые добавочные условия. В ряде случаев 
(см., например, замечания к вадачам 6Б—71) мы указываем 
эти условия. Иногда условия, которым должны удовлетворять 
буквенные величины, указываются в тексте вадачи. Тогда 
при решении надо доказать, что при этих условиях все под¬ 
коренные выражения положительны. 

3 . Особо следует ваметить, что равенство 'Ух 2 = х (где 
есть арифметический корень) верно только при х]>0. 
При отрицательном же значении х оно не верно; вместо него 
имеет место равенство Ух* = — х. Оба случая можно объ¬ 
единить равенством } Пс* = | х |. Так,_если х — — 3, то 

У( —3)2 =, у9 = — (—3)(при этом /(—З) 2 является ариф¬ 
метическим корнем, так как подкоренное число (—З) 2 поло¬ 
жительно и значение корня взято положительным). Можно 
также написать VI — 3) 2 = |3|. Это замечание необходимо 
сделать потому, что его нет в большинстве учебников (в том 
числе и в «Алгебре» А. П. Киселёва во всех многочисленных 
её изданиях). Важность замечания видна из следующих при¬ 
меров. 

Пример 1. Упростить выражение У т* — 2тп + л*. 

Решение 


У яі а — 2/яя+я*» У (т —в)*«/я —п 
правильно только при т > я. При т < я вместо него нужно написать 
У /и* — 2/яя + я 2 » — (т — я), т. е. У т *— 2 тп+п* *=я — т. 


>) В одном случае мы вынуждены были отступить от принятого 
соглашения о положительности подкоренных выражений. Мы имеем 
в виду задачу 64, где выражение, стоящее под знаком кубического 
корня, ни при каких обстоятельствах не может быть положитель¬ 
ным (см, на стр. 131 решение этой задачи). 
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Так, если и = 2ия = 3, той —я — — I, тогда как 


У пР — 2тп + я 2 = У 4 — 12 + 9 = У 1 =1. 

Общая формула имеет вид 

У от 2 — 2тп + я 2 = | т —я| или У пР — 2тп+п і = \п — т[. 
Пример 2. Упростить выражение 

V4 + 4р + Р 2 — У 4 — 4р +р 2 
і/"4+4р + р 2 + У"4 — 4р+р 2 


Обозначив Для краткости данное выражение через А, имеем (при 
рФ—2): 


|2+р|— |2 — р\ 

1 — і 

12-р 

12 + р 


12 + р| +1 2 — р\ 

14- 

1 

2-р 

2 + Р 

“ • 


Если дробь 


2-Р 
2 + р 


положительна, то 


А 


1 - 

14 


2-Р 

2 + р 

2-Р 

2+Р 


Р_. 

2 ' 


если же она отрицательна, то 


А = 


14 


2 — Р 


2 + р 


2-Р 
24- Р 


2 _ 

р ‘ 


Исследуем, при каких значениях р имеет место тот и другой случаи. 

Дробь положительна, когда 2 — р и 2 +р имеют одинаковые 

знаки. Потребуем сначала, чтобы величины 2 — р И 2 + р были обе 
положительны. Величина 2 — р положительна, когда р<2; вели¬ 
чина 2 4 -р положительна, когда р>— 2. Следовательно, обе вели¬ 
чины 2 — р и 24 -р положительны при — 2<р<2. Потребовав же, 
чтобы величины 2 — р и 2+Р были обе отрицательны, мы найдём, 
что это требование невыполнимо, так как 2 — р отрицательна при 
р > 2, а 2 + р отрицательна при р < — 2, а эти условия не совместны. 

Значит, дробь тгг^- положительна только при — 2 </> < 2 . При 
■» + Р 


2-Р 


значениях р>2, а также при значениях р < — 2, дробь у ■ отри 

^ “Г Р 


цагельпа. 



46 


ГЛ. 2. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 


125 


Таким образом, А = %г при |/М<2 и А = при |р|>2. При 
Л Р 

\р | = 2 годятся оба выражения. 

Пример 3. Равенство Уд® = д® верно только при д;>0. При 
отрицательных значениях а вместо него имеет место равенство 
У^6 = — дЗ. Т ак, при а = — 1 имеем У(— I) 6 — — (—1) = + 1. 
Здесь У(—1)® есть арифметический корень, так как подкоренное 
число (— 1)® = 1 положительно, и значение кЪрня взято положи¬ 
тельным. 

П ример 4. Вын ести множители за знак радикала в выраже¬ 
нии У (а — 5)® (д — З) 3 . 

Данный корень может быть арифметическим только при д > 3, 
так как л при д<3 множитель (д—З) 3 , а вместе с ним и всё 
подкоренное выражение отрицательны. Равенство 

У (д — 5)® (д —З) 3 — (д — 5) 3 (д — 3) У^ГЗ 

верно только при д>5. При д<5 вместо него нужно написать 

У (а — 5)в (д — З) 3 = —(д — 5) 3 (д —3) Уд —3. 

Общая формула будет 

У (а — 5)®(д — 3)®=| д — 5|®(д — 3) Уд^З (при д>3). 

М у- 

4. Вообще равенство у х п — х (где левая часть обозна- 
чает арифметический корень) верно только для положитель¬ 
ных значений х (и при х — 0). Если п — чётное число, то 

при отрицательном значении х вместо п \/х п = х имеем ра¬ 
венство \/х п = — х. Если же п — нечётное число, то при 
отрицательном значении х вовсе нет арифметического корня. 

46. Группируя последние три члена выражения в скобках, 
разложим его на множители 

а'* — № — с а -}- 2 Ьс = а а — (Ь — с) а ~=(а-\-Ь — с) (а — Ь с). 

Заданное выражение примет вид 

( а-\-с-\-Ь)(а-\-с — Ь) = (а + с) 2 — Ь\ 

Отв. (а с) 2 — 13э|і 1 
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47. Выражение в скобках равно В числителе и зна¬ 
менателе последней дроби удобно переменить все знаки на 
обратные, после чего числитель разложим на множители; 
дробь примет вид 

(а + я)(я — 1)( Я а + я4 . і) 

' Ж-І • 

Л п 2 + я +1 

Отв. „ ■ . 

п 

48. Знаменатель второй дроби равен (1+д:)(лг — 2а). 
Выражение в скобках равно 1 -|-лг. Заданное выражение равно 

х _2 _ I 

а{х — 2а) х — 2 а а* 

Отв. 


49. Отв. 


а-г2х' 


60. Представим второе слагаемое в виде . При¬ 

ведём дроби в скобках к общему знаменателю; получим 
~^ ^а0а—\) ^ » приравняв нулю трёхчлен 2а а 4-9а+ 10 

и найдя корни = — 2; а. 2 = — , разложим его на мно¬ 


жители 


2а а + 9а + 10 = 2(а + 2)(а+|). 


Теперь выражение в скобках примет вид 

— 3(а+2)(2а+5) 
а (За — 1) 

Умножим его иа 

За» + 8а г ■— За ^ 4а (а + 3) (За — 1) 
(2 + а) (2 — а) 

12 (2а+ 5) (а+3) 
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51. Сокращаем каждую дробь, разложив числитель и зна¬ 
менатель на множители, 
л а Ь 

0ш - 7+ь' 


52. Разложим на множители знаменатель второй дроби, и 
эту дробь сократим. Данное выражение примет вид 

X _ у (■* —у) _ 1 

х 2 +у 3 (х 3 +у 3 )(х+у) Х+У ш 


Ош. 


1 

Х+У 


53. Знаменатели дробей после упрощения принимают вид 

4 1* 2 4- •* 4- 1) 4 (х 2 — * 4* 1) . 

3 и 3 * 


данное выражение преобразуется так: 


2 3/ 1 . і . ( \_ **-Н 

+ .*•—* + 1/ (ле>+ 1)" — дё* 

_ *»+1 
“ Х* + Л? + 1 • 

0тв ‘ Ці+І + Г* 


64. Разложим внаменатели первых четырёх дробей на 
множители и сократим первую дробь на а— *1. Выражение 
в скобках примет вид 


1 „ 2 (в — 1) 4 (а+1) і в 

а-1~Г (а 4- 2 )(а— 2 ) (а— 1 )(в 4 - 2 ) (в— 1 )(в — 2 ) в 

2(« + 3) 

( в — 1) (в 4" 2) (в — 2) ’ 


Это нужно помножить на дробь — }44я^Ъ6а 3 + Ш ц и>> 

слитель последней дроби разлбжим на множители группиров¬ 
кой членов, знаменатель —как сумму кубов я 3 -|-3 8 ; тогда 
эта дробь примет вид 


О та. 


36 (а~ 1 ) (а 4 -2) (а — 2) 
(а 4" 3) (а а — За 4- 9) * 


72 

а» —За 4-9 * 
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65. Сумму дробей, составляющих делимое, обозначим че¬ 
рез А, делитель — через В. Разложив на множители много¬ 
члены, входящие в А, найдём 


А = 


3(д-+2) 


(х + 2) (2х — 5) 


2 (х 4- 1) (-** 4- I) ' 2(х —1)(х*4-1) * 

х 4* 2 

В полученном выражении вынесем за скобку 9 . 7, ■ ; имеем 

^ \Х 'т *) 

+ . 2л- —5\ (.г + 2)(х--4) 


А ~~2(х 3 +І) 
Далее находим 


/ 3 , 2х — 5 \ 

■и+і-1- х—\ )~ 


(лг*+1)(лг+1)(лг — 1 )\ 


В: 


2(х 3 — 4) 


(х*4-1)(х4-1)(х-1)\ 
х I 2 

Разделив А на В, получим—~~. 


Ош. 


Х + 2 


56. Делимое обозначим через А\ делитель — через В. 
Приравняв нулю трёхчлен х 2 — ху —2у 2 , входящий в выра¬ 
жение А, решаем полученное уравнение относительно одного 
из неизвестных, например неизвестного х; найдя х, — — у и 
х 3 = 2 у, получим разложение трёхчлена на множители 
х 2 —ху — 2у 2 — (х -}- у) (х — 2у). Теперь имеем 

л __ х — у х * + у*+у — 2 

2 у — х (х + у)(х—2у)' 

В вычитаемом напишем 2_у — х вместо х — 2у, одновре¬ 
менно изменив знаки в числителе этой дроби; затем дроби 
приведём к общему знаменателю, получим 

2х2+у-2 
~(2 у-х)(х+уУ 

В выражении В разлагаем на множители числитель [предста¬ 
вив его в виде (2дг 2 -4~у) 2 — 2 2 ] и знаменатель (группируя 
х 2 -4* ху и у-\~х). Тогда 

о (2х 2 +У + 2) (2х* + у — 2) 

(х + у) (х + П 

Разделив А на В, получим {7у — ~^ х ^ у + 2) . 

Пта _ * + 1 _ 

и (2у — х) (2х*+у+2) ш 



59 


ГЛ. 2. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 


129 


67. Разложив на множители многочлены, входящие в за¬ 
данное выражение, получим 

(а + 2)(д-1) ш Г 4(д+1) _ 3 1 

я»(д —3) " [.4(0+1) (я—1) а(а—1)у 


Ото. 


а + 2 
а п+і • 


68. Делимое обозначим через А, делитель — через В. 
Числитель дроби А есть 

I [4 а\Ь + с) 2ге — 1 ] = ~ \2а (Ь + с)» + 1 ] [2а (Ь + с)«— 1 ], 


а знаменатель 

а (л 2 —а 2 — 2а — 1) = а [я 8 — (а + 1) а ] = 

— а і — а —!)• 


В дроби В числитель оставим без изменения, а знаменатель 
представим в виде — ас(п — а — 1). 


Ота. 


[2д(* + с)» + 1]с 
2(я + д + 1) • 


59. Первый способ. Приведём все дроби к общему 
знаменателю: 

Ьс (Ь — с)—ас (а — с) -і- аЬ (а — Ь) 
аЬс(а — Ь)(а — с){Ь — с) ' 

Выполнив умножение двучленов, входящих в знаменатель, 
получим а 2 Ъ — аЬ 2 -\-Ь 2 с — а 2 с~1~ас 2 — Ьс 2 , т. е. то же выра¬ 
жение, что и в числителе. После сокращения получаем 

Второй способ. Полагая в числителе дроби (а) а = Ь , 
убедимся в том, что числитель обращается при этом в нуль. 
Следовательно, по теореме Везу он делится на (а — Ь), 
Выполнив деление, найдём частное 

а(Ь — с) — с(Ь — с) = (Ь — с) (а — с). 

Таким образом, числитель равен (а — Ь)(Ь — с) (а — с). 
Третий способ. Приведём к общему знаменателю 
только первые две дроби заданного выражения. Получим 

№ — Ьс — д 2 + дс 
аЬ (д — Ь)(а — с) (Ь — с) * 
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Группируя члены числителя (первый с третьим и второй 
с четвертым), мы придем к выражению 

(Ъ-\-а)(Ъ — а) — с (Ь — а) —{а — Ь) (с — а — Ь). 


Теперь сокращаем дробь на (а — Ь) и прибавляем третью 
дробь заданного выражения. 

Отв. 4 -. 

аЬс 

60. Первый множитель равен * ^ ( • Выражение в ква¬ 
дратных скобках равно = ^ а ~‘ гХ ~ 1г —4 

Перемножая заданные выражения, находим ^ ’ ^Р и 

1 а і 

подстановке х = ^—^ числитель принимает вид ^ , а зна- 

2а 

менатель становится равным - _^ . 

° тв • 2 (а —1) ’ 


61. Обозначим выражение в квадратных скобках через А, 
выражение в круглых скобках—через В. Имеем А : В~ Х = АВ. 
Выражение А освободим от степеней с отрицательными по¬ 
казателями. Получим 

_ 26 2 — ЗаЬ — 2а а __ ( 0 —• 2а) (2Ь + а) _ Ь — 2а 
а (а 20) (20 — а) а (а + 20) (20 — а) а (20 — а) * 

Преобразовав В, получим 

в =“"■(»+=»"■ • 

Наконец, находим АВ = а п ~ 1 Ь (в одной из перемножаемых 
дробей переменим знаки членов в числителе и знаменателе). 
Отв. а п ~ х Ь. 


62. Числитель преобразуется к виду а 2 — Ь 2 , знамена¬ 
тель— к виду а-\-Ъ. 

Отв. а — Ь. 

Замечание. Чтобы корни были арифметическими, числа 
а и Ь не должны быть отрицательными. 
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63. Первый радикал равен 

1 ?(а — Ь)*(а + Ь)* — (а — Ь) У(а + 6) 2 . 

От. Ъ(а ъ — Ь ь ). 

Замечание. Предполагается, что а >■ Ь (иначе первый корень 
не будет арифметическим). 

64. В этом примере мы вынуждены отказаться от при¬ 
нятого нами (см. стр. 123) соглашения о том, что подкорен¬ 
ные выражения могут иметь только положительные значения. 
Дело в том, что величина, стоящая под знаком кубического 
радикала, всегда отрицательна. Действительно, выраже¬ 
ния Убх и \^2х (они имеют действительные значения лишь 
при х^О) мы должны считать положительными (иначе вы¬ 
ражение 2 У 6л:—4 У 2л: теряет однозначность). Но тогда 
разность 2 У 6л:— А\ г 2х = \^2іх —У 32л: отрицательна. 

Итак, мы допускаем, чтобы под знаком кубического 
корня стояло отрицательное число. Тогда и сам кубический 
корень будет иметь отрицательное значение. Чтобы применять 
правила преобразования радикалов, нам надо выполнить такое 
преобразование: 

2 {/бл;— 4 У2л; = — 4 У 2х —2 ]/бх. 

Теперь радикал, стоящий в правой части, является арифме¬ 
тическим корнем. После приведения к одному показателю 
с первым из данных сомножителей получаем 

— V 4 ]/2х —2]/бх = — /(4]/2х —2/бх) 2 = 

= — Ѵѣх (7 — 4 |/ 3). 
Перемножая корни, получаем: — У 64л: 2 [49—(4УЗ) 2 [ = 

— — 2 У*. 

Отв. —2 У а:. 

Замечание. Если ие обратить внимания на отрицательность 
выражения под знаком кубического корня, то получится неверный 
ответ 2^x1). 

Ч При подготовке первого издания настоящего сборника со¬ 
ставители, исходя из вышеуказанного соглашения, не обратили 
внимания на его невыполнимость в данном примере и получили 
упомянутый неверный ответ. 
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65. Первый радикал равен у —1). Вынося 

♦_ 

множитель (а -+■ 1) за знак радикала, получаем | а + 11 У а — 1. 
Заданное выражение равно 



Ѵа— I 

(а + 1)(а+2) * 


Приведём радикалы к одному показателю: 

а Ів + ІІѴ^в-О* 

2 (а + I) (а + 2) * 


Если число а +- 1 положительно, то | а 11 — а + 1, и по 
сокращении получаем — д - ^ —. 


Замечание. Число а 4-1 и будет положительным. Действи¬ 
тельно, так как подкоренное выражение (а + 1 ) 4 (а — 1) предпола¬ 
гается положительным (или равным нулю), а множитель (а+ I) 4 ни 
в каком случае не может быть отрицательным, то а — 1 > 0, т. е. 
а > 1, а при этом условии а + 1 > 2. 


Отв. 


а \Г(а-іу 

2 а + 2 * 


66. Считая все корни арифметическими, приведём сомно¬ 
жители 



За 


и 



V* 

18я“> 4-9я“ а== 



У'За» 
9(1 + а)* 


к одинаковому показателю 6. Первый и второй сомножители 
примут соответственно вид 



(І+а) 3 (І+а) 
27 а 3 



За 4 

81(1+а) 4 * 


Перемножив их, получим 



Замечание. Первый сомножитель является арифметическим 
корнем только при условии а> 0 (при а<0 подкоренное выражение 
отрицательно, при а ™ 0 оно теряет смысл). Второй же сомножитель 
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является арифметическим корнем при любом значении а (кроме 
” = _ Следовательно, величине а можно давать любые положи¬ 
тельные значения. 

1 в 

Отв. -д- у а . 

67. Введём аЬ под знак первого радикала. Данное выра¬ 
жение примет вид 


П - 1 

Ѵа-Ь-±-= 1 . 

у а — Ь 

Замечание. Чтобы данные радикалы были арифметическими 
корнями, должно быть а >*. Случай а—Ь исключается, так как 
второй сомножитель теряет смысл. 

Отв. 1. 


68. Освобождаемся от иррациональности в знаменателях; 
получим __ _ 

(/ 6— П)(У 6 + 11) = — 1І5, 

Отв. —115. 


„ Уа — Ь + У а + Ь 

69. Делимое равно --у-*—-— 


У а — Ь + У а + Ь . 


у а — Ь 


; частное равно 


ГГ 


делитель равен 


Замечание. Чтобы все данные корни были арифметическими, 
должны одновременно удовлетворяться три условия: а :>■ 0, а — 6 !>• О, 
а + Ь > 0 (их можно заменить двумя условиями: а > 0, | Ь | < I а |). 


Отв. 


У а — Ь 
Ь 


70. Делимое равно > делитель ь ^_ а • Частное ^. 

Величина а может иметь любое положительное значение; Ь 
может иметь любое значение, кроме гЬ У а. 

Отв. 
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71. Числитель первой дроби приводится к виду 
(/Г+ір + еГГ^) 2 [1+ЯІ + І1-ЯІ 
Ѵ\ — а 2 ~~ Ѵ\— я 2 

Если выражения 1-{-я и 1 — а оба положительны, то (см. 
стр. 123, предварительные замечания, п. 3) числитель ранен 

2 „ |1+я|—11— а\ 

—==-. При том же условии знаменатель равен -— ‘ 

У\ — я 2 * ѵ У\—Ф 

2® . _ л. _ 1 . _ ___ п 


Ѵ\ — я 2 


дробь равна —, а данное выражение равно 0. 


Замечание. Чтобы радикалы, входящие в данное выражение, 
были арифметическими корнями, нужно, чтобы величины 1+я и 1—я 
имели одинаковые знаки. Но невозможно, чтобы обе они были отри¬ 
цательны, так как 1 + а <0 при условии я ■< — 1, и 1 — я <0 при 
условии я>1, а эти условия несовместны. Для того же, чтобы ве¬ 
личины 1 + а и 1 — я были обе положительны, нужно, чтобы выпол¬ 
нялось условие — 1 <я< 1, т. е. чтобы было | я | < 1 (значения 
а = ± 1 исключаются, так как при каждом из них одно из данных 

- 1 4- я 1 — а Л 

выражении _ д , теряет смысл; значение а = 0 тоже исклю¬ 

чается, так как дробь р- теряет смысл). 

Отв. 0. 


72. Подставив л; = -і- ('я + -і) в выражение Ух 2 — 1, 
получим 



Так как по условию а^> 1, то а — Поэтому 

Ѵ*-1=ъ(а- і). 

Точно так же найдём 

УЗЛгт>4(>-1). 

Подставляем найденные значения радикалов в данное вы¬ 
ражение. 

Л « 2 + * 2 

°тв. 
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73. Подставляя д; = ^ ^ щ в выражения У а -}- Ьх и 
У а — Ьх, находим 

Уа + іх — У і ,+ 1 ^ = Ц + т| /'^ 

и 

у а — Ьх = \1—т\]/' 

Так как величина 1 -\-т 2 всегда положительна, то и вели¬ 
чина а должна быть положительной (при а < 0 оба корня 
мнимы, при а = 0 они равны нулю, и данное выражение не¬ 
определённо). Так как, согласно дополнительному условию, 
|/»1<1, то обе величины 1 -\-т и 1 — т положительны. 
Данное выражение'принимает вид 

гпри 

Отв. ^ (при а > 0). 


74. Задача сходна с предыдущей. Имеем 



2тп 

я*+1У 


Т /(я-1) 2 
У «2+1 


у 

ОТ 2 


I —Ч ■ 

У«2 + 1 


Так как по условию я< 1, то 


Аналогично 


Отв. 


1_ 

п 


і_ 

{т — л :) 2 


т 2 (\—п) 

Ѵп* + 1 


Л_ 

(т + х ) 8 


/и 8 (1 +п) 

V л* + 1 



136 


ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ 


75 


75. Подставляем л; = 


21 П 

1 +к 


в выражение 1 —я 9 . Получаем 


(1 + й)2—4Л (1 —й) 2 
(1 + й ) 2 “(1 + *)»• 


Теперь находим 

(1 _ *■)-? = 1 : = }|±|| 


Так как, согласно дополнительному условию, к > 1, то вели¬ 
чина 1 + & положительна, а 1 —к отрицательна. Поэтому 
_1 14-й 

(1— х 2 ) г = й "_і • Внутри первых квадратных скобок 

получается ^ > внутри вторых 1 . Данное выражение 
равно 


Отв. У к— і(і + :р=). 


76. Выражение в первых скобках равно— ^(по- 

казатель степени —2 относится только к числителю третьего 

_ ( а _па 

слагаемого!). После упрощений это выражение даёт —- - 

-О-а) 2 


4а 


или 


4а 

Выражения 


V (я+1)" 3 = 


'а + 1 


и (а+1) 2 =У>+1Р 


будут арифметическими корнями только при условии а> — 1. 
При этом условии и радикал 

V (я 2 — 1)(я— 1) = У (а — 1) 2 (а+ 1) 


будет арифметическим корнем (ибо множитель (а—I) 2 не 
может быть отрицательным). Равенство 


Ѵ(а— !)“(« + !) = (« — 1)/в+ 1 
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верно только при 1. Если же а < 1, то 
У (а — 1) 2 (а+1) = -(д—1) 


(см. предварительные замечания, п. 3, стр. 123). 
Данное выражение равно 

__ (я —1)2' _ Г я— 1 _ я + 1 1 
4я * [я + 1 | я — і і I * 


Замечание. При я = ± 1 выражение теряет смысл. 


_ я— 1 
Отв. при 

т. е. при | а | < 1. 


а> 1, 


(д2 + 1)(1_я) 
2д (я “1- 1) 


при— 1 < а < 1, 


77. Данное выражение можно представить в виде 




/ х 2 - 




Предполагается, что л: 2 — а 2 > 0, т. е. |*|>|а| (в против- 
ном случае корень У* 2 —а 2 не будет арифметическим; слу¬ 
чай [ ле| = 1 а| исключается, так как второе подкоренное вы¬ 
ражение теряет смысл). 

Первый сомножитель преобразуется к виду 


21*1 


| л; 2 — я 2 | — я 2 
У л; 2 — я 2 


2 |* 


дс 2 — 2я 2 


У Х і — я 2 


(так как дг 2 — а 2 > 0, то [ л; 2 — а 2 1 = д; 2 — а 2 ). 

Выражение ^ — 2-^ преобразуется к виду 


УС 


дг 2 — 2я 2 ^ 2 


І* 2 — 2я 2 | 


ах 


Здесь числитель можно записать в виде х 2 — 2а 2 только 
в случае, если л; 2 — 2а 2 > О, т. е. если | * I >1 в 1/2. 
Теперь данное выражение запишется в виде 

2 I х | — 2а У . У х* — а:>\а\.\х\ . 

У х* — я 2 2ядс | дс 2 — 2я 2 1 , 
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Принимая во внимание, что [ л: | - | л: | = ] л: | 2 = л: 2 и производя 
л; 2 —2 Я 2 | а I 

сокращение, получим --— • х и ,ли, что то же, 

л; 2 — 2я 2 I а I 
а 1 I 

Отв. При условии | д; I > [ а [ данное выражение равно гЬ х; 

х 2 _2 а 2 

верхний знак берётся, когда ---> 0, нижний — когда 

х 2 — 2я 2 п _ х 2 — 2я 2 _ і і і пУо 

■---<0. Если--— = 0, т. е. если | х [ = | а | у 2, дан¬ 

ное выражение теряет смысл. 


78. Освободимся от отрицательных показателей. Числи¬ 
тель примет вид 


2 аЪ У~а 


2 аЬ У Ь 


У^+Ѵ ь 

я знамена гель будет 


У а+У Ь 


- = 2 аЬ, 


2 аЬ 


С 


+ УНЪ 1 Ь + У аЬ 


аЬ ) 


Заметив, что а + У аЬ = У а (У~а \/~Ь) и Ь-\~У аЬ- 

^ѴЬ(Ѵ~Ь-УѴ~а), представим знаменатель в виде 
1 , 1 \ 2 аЬ 


2 аЬ 


У^(У а+УЬ) У Ь(У а+УЬ)) У аЬ 
теперь заданное выражение равно 

2аЬ 




Отв. УПь. 


°-==ѴТъ. 

2 у аЬ 


79. Выражение в первой скобке преобразуется к виду 

_ 2 у ах _ 

У а-{-х (У а У х) 

Возведя его в степень —2, получим 

(а + х)(Уа+ У~х ) 2 

4ядг 
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Аналогично выражение во второй скобке преобразуется 
к виду 

(д + х)(У~д—Ух)* 

4 ах ’ 

При вычитании выносим за скобку (внутри скобок после 

упрощений получим 4 У ах). 

л я+ х 
Отв. '— . 


80. Последнее слагаемое после упрощения принимает вид 


2 Ух* + а 
получим 


. Приведя все дроби к общему знаменателю, в сумме 

/ - гу , 

2 у х*+а — 


Отв. Ух* -{- а. 

81 . Отв. 2{х-\~Ух* — 1 ). 


82. Внутри квадратных скобок имеем а г Ьа *Ьа 3 = 
і_ 

= а 3 Ъ*. Заданное выражение равно а~*Ь й . Сюда подста¬ 
вляем 

У~2 . 1 

а = — — и Ь = - 5 — . 

2 У2 

Отв. 1 . 

83. Заданное выражение представим в виде - { + ъ~у\> 

сюда нужно подставить 

а = — 1 =2 — УЪ и Ь = -1— = 24-/3. 

2+1^3 2—1^3 

Находим а+1==3 —/З, ~4-г = - + / — и т. д. 

‘ 1 о 

Отв. 1. 
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84. Огкв. Уд; 2 —4дг. 
86. Отв. п. 


86. Чтобы все корни были арифметическими, должно 
быть л;— а 2 > 0 . Выражение в скобках приводится к виду 
4 Ѵ~х У х а 'і _ 

-я 2 —-• Д анное выражение равно 


Ух ( _ я 2 \ _ Д 3 

У л:~-а* \ 4 У* У"л:— л 2 / — Д 2 )* 


Отв. — 


Д 2 

4 (д — а г ) ’ 


87. Знаменатель второй дроби равен 



Отв. х —-1. 


1 =(д; 2 — іХ*-Ь* 2 -}~ О* 


88. Делимое равно 
_з ь. / і\з / 

2 2 27у 5 =■ \2*) +ѴЗуѴ = 

= ( 2 * + Зу т )(г — 3 • 2 2 у* + 9у®) ; 


І. — 

делитель рав^н 2 8 + Зу 5 * 

Отв. 2 — 3 у'32/*+ 9 ѴУ. 


89. Освободимся во втором члене от отрицательных по¬ 
казателей. Для этого можно числитель и знаменатель помно¬ 
жить на а 2 , в числителе получим а 3 — 1, а в знаменателе 


а 2 (а 2 — а ~^) = а'- 2 [а 2 (а 2 — а ~ 2 )] = а 3 (а — 1). 

По сокращении получим • Аналогично третий член 


а — 1 
_ а /. ’ 


равен 
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90. Делимое и делитель преобразуются соответственно 
к виду 

3 _3 _1 

я 2 +Ь* (а — Ь) ъ 

_2 2_> 1 .( 1 . *Д * 

а 3 (а-Ь)* 

Учитываем, что (а 2 +& 2 ) (а 2 —^ 2 ) = д3 ^ 3 . В частном 
получаем а 2 аЬд 2 . При а =1,2 и й получаем 2,52. 
О/гав. а 2 -{-ай + й 2 ; 2,52. 

91. Раскрывая скобки и приведя подобные члены, пред¬ 
ставим делимое в виде 

11 V 1 іу 

6 аЧ* +9* = 3*Ч2а г +3**;» 

и 1 ±\ 

делитель представим в виде а 2 \2а 2 -\-ЪЬ 2 ). Частное есть 
З/при данных значениях а = 54 и оно равно 1. 


«• зуУ і. 


92. Умножая числитель и знаменатель данной дроби на 

[( Д + *)“+(а — *)~*] [(а + Ь)~^ — (а _ д)'Ц * 
получим в числителе 

[(а + Ь)~ * — (а — *)'^] + [(а + Ь)~^ + (а — *)'^] = 


= 2(а + *) _2 ; 


в знаменателе получим 


[(«+*)■>—(о—»)'■]—[(„+»)-!+(„_») 


- -V йі- 


= - 2(а — Ь)~ 2 
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93. В вычитаемом первый сомножитель приводится к виду 

з_ 

1— в 9 , а второй—к виду (1 —а 9 )"**. Имеем 


1 8 

а 9 С 1 — л 9 )" 7 —(1 — 1 — л 9 )’ 7 =» 

= а 9 (1 — л 9 )*" 9 — (1 — л 9 )' 9 = (1 
Отв. — V 1 —-"а 9 . 


д 9 )"* 9 (д 9 —1) = 


і 

— — (1—й 9 )”* 


94. Данное выражение равно 

■г»—I _ УТ+& і —1 __ 

У7(ж+1дл*+1) Ух *(1 + ж*)7^Г+*г“ 

“ Ух (х + 1) С* 9 + И Ѵ~х О + * 9 ) 


Отв, 


п 

х+1 



95. Числитель третьего члена приводится к виду 

I 

/? 9 (Я 2 —х 2 ) V Знаменатель равен /? 2 . Данное выражение 
принимает вид 

1 1 і 

( і ?»_ х 9 )' 9 — дс 9 (/? 9 — дс 9 )" 9 +^? 9 (/? 9 — ж 2 )" 9 =■ 

іі і 

«=(7? 2 —ж 9 )” Ч-(/? 2 —ж 9 )*" 9 (Я 2 —ж 9 ) = 2 (# 9 —ж 2 ) 7 . 

Одал. г/# 9 —ж 9 . 

96. Первое и второе слагаемые приведём соответственно 
к виду 
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Приведя эти слагаемые к общему знаменателю, получим 


2 2 
я" 


Р + Ч + ^РЧ 

(ЛЯ' 


Р9 


Числитель этого выражения равен 

Отв. —. 

РЯ 


Л Л- 


а і 


97. Вводим дробные степени. В выражении а-\-а*х 6 
1 і_ і. 

выносим за скобку а 3 , а в выражении л;-{-а 3 * 3 выносим 
_2 

ва скобку л 3 . Тогда числитель первой дроби будет 
2_ а_ ^ і\ 

_. д 3 —дг 3 Уд 3 +-У 8 /\Д 8 —-у 8 / 


так что первая дробь преобразуется к виду 


д 8 +лг 8 


. Выра¬ 


жение в квадратных скобках теперь принимает вид 


Я д +х 


[___ а*_ 

і Л 

3 „3 


Отв. 


д2 , 
X*' 


98. Двучлен а — ] ах представим в виде V я(1 Га — ]Гс). 
Числитель дроби будет 

(Ѵ~а + 1)*—У~а=.а-\-У~а-\- 1 . 

Знаменатель равен 3 (а -}- Ѵ~а-\- 1). 

Отв. 27. 
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99. Освободимся от степеней с отрицательными показа¬ 
телями; первое слагаемое (после сокращения на 2а— 3) при¬ 
мет вид — второе (после сокращения на а —1) даст 

в'» 

а —3 

а 1 '* * 

Отв. 9 а. 

100. В первом сомножителе вынесем за скобку а — Ь. 

Величина не может быть отрицательной (иначе корни 

не арифметические). Данное выражение примет вид 

'] - <*-»> ! (ЙЬ *)• 

Отв. 2 Ь(а — Ь). 

101. Делимое и делитель представим соответственно 
в виде 

а УТЬ __ а УЬ р"Ь 
а+У~ад Уа+уЪ’ а ~—Ь * 

Частное можно сократить на (]Лг-{- У Ь)(У а — ][ Ь), если 
учесть, что 

а — Ь = (у- а -\-\Г-ь)(у- а -у-ь) = 

=(Ѵ"“+і г »)&‘ + І г і) М 

Отв. а У~Ь ( У а -ф*У Ь). 

102. Данное выражение представим в виде 

\ (Ѵ~а? +{УЬ? . а—У а уі+ь Тъ 
I У~а * У^(У а - у = ь)\ * 

Числитель делимого разложим на множители, как сумму ку¬ 
бов. После сокращения будем иметь в квадратных скобках 

(У в + Ѵ~Ь)(Ѵ а — Ѵ~Щ = а — ь. 

Отв. У (а — Ь )*. 
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2Ѵх •/- 

103. Дробь ——-- 5 — сокращаем на у х. Выражение 

х\Гх — 4}Гх 

Ух і. 2 

в квадратных скобках преобразуется к виду ■ х _± • Эту 
дробь сокращаем на Ух -}-2. Заданное выражение равно 

(■7^2) " а “ + - ( У * - 2) 2 -1 * + 4 1 • 

Предполагается, что * > 0 (при отрицательном х корень 

"У х не будет арифметическим, при х = 0 данное выражение 
теряет смысл). Поэтому х-}- 4 > 0. 

Отв. — 4 Ух. 


104. Дробь в квадратных скобках равна 
ПГ~х + у-у) 2 

УТ(УТ+ 1 Гу) ѵг 

Заданное выражение равно 

х® у У х Ух = х® • 32х 2 х 2 = 32х. 

Отв. 32х. 


105. В числителе первой дроби выносим за скобку у ах. 

4 4 _ _ __ 

Учитывая, что У~& — У а 2 — Ух—У а, сокращаем дробь. 
Первый сомножитель принимает вид 





1 + У ах 

4 /~ 

У ах 



= уТх. 


Второй сомножитель есть |^/"|^1 + Ѵ$- Так 

У ~ есть арифметический корень, то выражение 1 -{- у 
всегда положительно. 

Отв. У~а (Ух-\-У а). 


как 

п. 
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106. Величины а и с должны быть положительными. 
Поэтому знаменатель первой дроби, который приводится 
к виду 


У 2 (а— й 2 ) 2 -Ь 8 ай 2 = У 2 (а + й 2 ) 2 , 


равен У 2 (а й 2 ). Числитель этой дроби равен У Ъ (а й 2 ). 

У 2 -г< 


Вторая дробь равна 
Отв. — У ас. 


V 3 


ас. 


107. Уменьшаемое равно 




х * 
да * 


Подкоренное выражение вычитаемого равно (л 2 + х 2 ) 2 (вели¬ 
чина а 2 -ух 2 положительна). 


Отв. 


1 . 


2|Лг і 

108. Выражение в квадратных скобках равно 

уд: — У а 

Л {Ѵх-ѴЪ* „ 

возведя в степень — 2, получим -—-, Делитель 

4 у дг 

после сокращения на Ѵ^-х-У равен -■ ^' У ~ 

* ѵЛ 

Ѵ~х— У~а 


Отв. 


Ух 


109. В числителе дроби выносим за скобку Ух; сокра¬ 
щаем дробь; заданное выражение принимает вид 

(2 *) 3 -+■ 4* -у 4 -Ь (/I + 1) а = 5* 4- 10 /х + 5. 

Отв. 5 (У"*-}-I) 2 . 

1 

ПО. В первой дроби переведём л? 8 в знаменатель (с 

ъ 

положительным показателем); дробь окажется равной- 
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Вторую дробь сокращаем на л ; 8 . Заданное выражение при¬ 
нимает вид 

/ 3 1 V 1 /1— 2*\ -1 _ {х — 2)(х — 1) Зх — 2 

~~х — і) ~~\Зх — 2) — 2х — 1 1 — 2х‘ 

0тв * - 2 ^Г * 

111. Первый сомножитель равен Возведя в квадрат 

выражение в квадратных скобках, получим 2л 2 — 2аЬ, 

Отв. 2 {а — Ь). 


112. Разность $~х — і(/ г а = х 3 — а 3 возводим в куб; 
числитель дроби равен 

11 II 17 1 11 1\ 

Ъх — Зх 3 а 3 -}-3.х 3 а 3 = 3х 8 ух 3 — х ъ а 3 

знаменатель дроби равен 

II 11 17 1 1 іі\ 

— За — Зх 3 а 3 Зх 8 а 3 == — За 3 \а 3 -}-х 3 — х 3 а 3 )• 


Сократив дробь, получим 


X 

—Заданное выражение равно 




і. 

Ка + х/ 1 3 


а = 1 . 


Отв. 1. 

113. Числитель первой дроби равен 
а + 2 — 36 = (/а ) 2 + 2 ]/~і У~Ь — 3 (Ѵ~Ь? =» 

= {Ѵа+ЪУТ){Ѵа-Ѵ~Ь)- 

_ 1 _ 

2 Ь* 


Отв. 
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114. Знаменатель первой дроби в круглых скобках 

(а~) + аЫ — 6 = (а? — 2 ^)(Д + 8 ^) * 


Знаменатель второй дроби равен 
разлагаем на множители числители. 
5 


(« 2 +3*0 . 


Аналогично 


Отв. 


а—9Ь * 


115. Дробь в скобках сокращаем на У а-\-У Ь. Первая 
из дробей, в сумме составляющих данное выражение, равна 


3 У~а (а — У аЬ + Ь) 

1 

зѵъкѵы+сгт 1 

Вторая дробь равна 

У~а(.У~Ь—УЧ) 

" Ѵ-+ѴГ 

1 

У а (а —Ь) 

Отв. 0. 

Ѵ~а+Ѵь ■ 

116. Отв. 3. 


117. Освобождаемся от отрицательных показателей. Вы¬ 
ражение 

3 3 / 1\3 / 1\8 

в 2 — * 2 —\Ь 2 ) 

разлагаем на множители. 

Отв. 1. 


118. Преобразовав первое слагаемое в квадратных скоб¬ 
ках, получим 

1 —а* 


Ѵа[(Ѵа) 2 + Ѵі + ШаУ-Ѵі+і] * 
Числитель этой дроби равен 

(і в) (і +д)= [і ОМ 3 ] [і +(М 3 Ь 

Сумму и разность кубов разлагаем на множители. 
Отв. а. 


119. В числителе дроби выносим за скобку у г ~а. Мно¬ 
жимое равно У а — Ух, а множитель 4 (Уа*У ах + І/^х 2 ). 
Отв, 4 (а — х ), 
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120. Дробь представим в виде 


тПКтПУ.-ІУіУ] 
Ѵа — Ѵь 


У о(а + У а У'Ь+ 


Выражение в первых скобках (делимое) равно 

Ѵа(а + 2ѴЪ^ + Ѵ~^)=Ѵа(Ѵа + Ѵ~1>Т- 

Делитель равен У а (У а 4- УТ>). 

Отв. а. 

121 . Знаменатель уменьшаемого равен У а У х(У а -(- У~х), 
а числитель У~а У х [(Ѵ^а) 3 4- ( )/х) 3 ]. После сокраще- 
ния приведём уменьшаемое к виду а — УаУ х -\~Ух.- Вы¬ 
читаемое равно V \>+гѵ -\* + УІ\ . Вместо послед¬ 
него выражения можно написать а-]~У х, так как а-\~У х 
есть положительная величина (величина а не может быть 
отрицательной, ибо в данное выражение входит Уіі). 

Отв. сРх. 


122 . Сомножители знаменателя равны \-\~У х н 1 — Ух. 
Числитель можно представить в виде — х(і — Ух). 

Отв. —х 8 . 


123. Числитель дроби в квадратных скобках равен 
У^{Уа + У~Ь) 4- Ь УщУ~а + /*)== 

= ( а -Ь « ) 3 4- = ^ 

= ( У~а 4- у *) ( У а 4- УЪ)(УЪ— У а У~Ь + Ь). 
Заданное выражение равно 

УЪ(у-а-^-аГЬ-'+ - 

уг-уъ 


У а (У а — у Ь) У а — у Ь 


Отв. 0. 
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124. Числитель уменьшаемого равен 

(Ѵ~аУ + (ѴхУ Ѵ^(Ѵа-Ѵ^) 

(Г^) 2 -(Г^У {Гі-Ѵ'хУ 

6 

Отв. у а. 




125. Сначала складываем первые две дроби; общий зна- 
ыенатель равен 

[(а т + і) + а ®] [{а* + і) — а*] = (а* + і) — а* = 

і. і. 

= а 2 -(- а 4 + 1 . 

( і \ 

2 Іа 4 4-1У 

Получим —^-р--. Теперь вычитаем третью дробь; об- 

а 2 + а 4 +1 

щий знаменатель а-\-а 2 -\- 1. 

Отв. -^-. 

а + а 2 +1 

126. |/"/2— 1 3 + 2/2=: 

= ^ (К2-1) а (3 + 2К2)=1. 

Аналогичное преобразование выполняем в знаменателе. 
Подкоренное буквенное выражение в числителе равно 

(Ух — 2) 3 . Дробь - х ~ ^ х ■ сокращается на Ух — 1. 

V х і 

Отв. 1. 

127. Числитель первой дроби равен 

а 3 У а ъ Ь ъ -(- аЬ У а ъ № = а (а -(- Ь) У а ь №. 
Знаменатель преобразуется к виду {Ь-\-а)(Ь — “2а)Уа ъ Ь ъ . 

Зу- 

Таким образом, первая дробь равна . Делимое в круг- 
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ЛЫХ скобках равно (6 —2а) (3 — 6) ' Разделив его на 2>а — аЬ ' 
получаем ь) ' вычитая из этого — , найдём 

а(3а а + 2а6 —6 2 ) 

~(а + 6)(6 —2а) * 

Заданное выражение равно 



а З а(3а — 6) ,3,— 

6=25 У а - 


Отв. ]/~а. 


128. Множимое равно Выражение во вторых скоб¬ 

ках равно |^2д: — а. 

Отв. 2х-\-а. 

129. Отв. У-2. 


130. Отв. 


х(х — 1)' 


131. Уменьшаемое равно ■ д _ру > а вычитаемое равно 
6 

(а -+• Ь) (а + 26)' 

1 


Отв. 


а+ 26 * 


132. Первое слагаемое равно а + ь »' второе слагаемое 
6 2д + 6 


равно 
Отв 


а а + 6 * 
а + 6 

а * 


я — 6 


133. Первое слагаемое равно —^—; второе равно — 


Отв. -г. 

ь 


134. 


Отв. 


'2Ь —а 
26 +а * 
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ГЛАВА 3 

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ *) 

135. Дробь 66 представим в виде 1 + -^--^-. Тогда 
данное уравнение примет вид 

а (6 — За) 7 а 

2Ь*(Ь — а) У ~ 6І ’ 


76(6 —я) 

откУДа У =3( 6 — З а ) '• 


Отв. у 


76(6 —я) 
3(6 —За) ‘ 


136. Освобождаемся от знаменателя (общий знаменатель 
я 2 —6 2 ). 


О те. х = 0. 


137. Решая данное уравнение по общему способу, по¬ 
лучим 

_ Зябс + аб (я + 6) + Ьс (6 + с) са (с я) і 

х яб + Ьс + са 

Эту дробь можно сократить, разложив числитель на множи¬ 
тели (выражение ЪаЬс представим в виде трёхчлена аЬс -}- 
-}- аЬс аЬс и каждый из последующих членов сгруппируем 
с аЬс). Получим х = я Ь с. 

Решение упрощается с помощью следующего искус¬ 
ственного приёма. Слагаемое —— - представим в виде 


‘) При решении задач этой главы не рассматриваются исключи¬ 
тельные значения известных величин, при которых данное уравнение 
теряет смысл или лишается решений, илн приобретает больше ре¬ 
шений. Так, в задаче 135 данное уравнение теряет смысл при 6 — 0 
и при 6 — я = 0, ибо при 6 = 0 знаменатели первого и второго чле¬ 
нов обращаются в нуль, а при 6 — я = 0 то же происходит с по¬ 
следним членом. 

Далее, при я = 0 данное уравнение имеет бесчисленное множе¬ 
ство решений, так как уравнение принимает вид 1 = 1 и становится 
тождеством. Наконец, при 6 = Зя данное уравнение совсем не имеет 

7 

решений, так как оно приводится к виду 0-^ = -^-. 



153 


140 гл. 3. алгебраические уравнения 


ѵ (л Ъ "Ц с) * 4 

г—Ь —~— 1 —- + 1 и аналогично два других слагаемых левой 
части. Уравнение примет вид: 

іх _ (а + й + С )1 (-1+4-+ т) ^°‘ 

Отв. х = а -}- Ь с. 

138. Общий знаменатель 6Ы (2с -4- Ъй) (2с — Ъсі). 


Отв. г 


с (4с 2 — 9(і 2 ) 
~ 8с 2 + 27й* ' 


139. Представим дробь - 2 - я ^/^_ 1 — в виде —(что- 
бы получить тот же знаменатель, что у следующей дроби). 
Дробь п — -у полезно преобразовать к виду ------ . Перено¬ 
сим все члены влево и группируем их (первый с четвёртым, 
второй с третьим). Получаем 

(1 - ЧьЬі +тк)+та 12““ <* - Ч - <2* - 

Преобразовав к ВИД У і — п г ' освободимся от 

знаменателя. 

Отв. х~^. 


140. Переносим члены с х в левую часть уравнения, 
а известные в правую, и каждую часть отдельно приводим 
к общему знаменателю; получим 

(3 аЬ + 1) (а + I) 2 — (2а + 1) 6аЬ (а + 1)” + я* 
а(л + 1)* Х ~~ (а+1) 3 * 

или 

Злб (а + I) 2 + я 2 + 2я + 1 — 2я — 1 а [36 (а + I) 2 + а] 

а (а +1)* х ~ (а+1) 3 

Отсюда 

я [36 (я + 1) 2 +л] _ я [36 (Я+ 1) 3 + я| 
а(я + 1) 2 х (а+1) 3 

После сокращения находим 

а 

х ~ 


Отв. х = 


а 

я+1 


а+1 
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141. Производим группировку членов, как в задаче 140; 
после преобразований получим 

аЬ [Зс (я + &) 2 + аЬ\ я13с(я + &) а -|-я&] „ 

(я+&) 2 ~ а(а + Ъ)* 


Отв. х 


аЬ 

Т+Ь * 


142. Общий знаменатель ( а-\-Ь) 2 (а — Ь). 


Отв. х = 


т(а-\-Ъ) 

~ • 

а 


143. Дробь - т ^_^ представим в виде (—• Об¬ 
щий знаменатель будет тг (г 2 — /и 2 ). Освободившись от него, 
получаем после приведения подобных членов /иЯг 2 — 4 т ь г = 0. 
Это уравнение имеет два корня: г = 0 и г— Ат. Но при 
отбрасывании знаменателя, содержащего неизвестную вели¬ 
чину, могут появиться лишние корни; а именно, лишними 
будут те, которые обращают общий знаменатель в нуль. 
В данном случае лишним является корень г = 0. Он не удо¬ 
влетворяет данному уравнению потому, что первый и третий 
члены теряют смысл при г — 0. Корень г — Ат не обращает 
в нуль общий знаменатель; поэтому он не является лишним. 

Отв. г = Ат. 


144. Общий знаменатель будет № — х 2 . Освобождаясь 
от него, получим 2х (а 2 -\-Ь 2 — 2 ад) — 2 (а 2 — Ь 2 ), откуда 

х = . Лишних корней нет, потому что знаменатель 

№ — х 2 не обращается в нуль при х = ~^~, 

Отв. х = . 

а — о 

145. Общий знаменатель (дг 2 —а 2 ) (х + п). Освобождаясь 

„з 

от знаменателя, найдём х = — . При этом значении х зна¬ 
менатель не обращается в нуль. Значит, х = есть корень 
данного уравнения. 

Отв. х = 

а 
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146. Представим х-\-а~ г в виде х-\- — . После преобра¬ 
зований получим 


2а 


X 

2 ' 


ах 1 ' ах + 1 

Сокращая на ах -{- 1, найдём х = 2 а. 

Замечание. Сокращение на ах +1 возможно при условии, 
что ах -{- 1 не равно нулю. Но при х = 2а имеем ах -)-1 = 2а 2 + 1 > 0. 
Поэтому полученный корень — не лишний. Но если бы мы имели, 
2а 2 х 


например, уравнение 


, то сокращение на х — 2 а 


дало бы тоже х = 2а. Однако этот корень не годится, ибо дроби 
2а 2 

.-— и х ^2а те Р яют смысл П Р И х = 2а. Таким образом, уравне- 

~ 2 а 2 

ние 


х — 2а ‘ х — 2 а 
Ошв. х — 2а. 


= -=- не имеет решении. 


147. Перепишем уравнение в виде 

а + х ■ а — х __ За _ 

а 2 + л: 2 + ах ■ а 2 + д: 2 — ах х (а 4 + а 2 дг 2 + х 4 )' 

Общий знаменатель левой части (д 2 -{- л; 2 -{- ах) ( а 2 -{- х 2 — ах) 
можно преобразовать так: 

(д 2 -{- х 2 ) 2 — (ддг) 2 = д 4 -{- а ^х 2 х і . 

Получаем 

2а 3 За 

а і + а 2 дг 2 + х 4 х (а 4 + а 3 * 2 + х і )’ ^ 

Ошв. х — ѵгг . 

2 а і 

148. Переносим члены с неизвестным в левую часть урав¬ 
нения, а члены, не содержащие неизвестного, в правую: 

(д — Ь — 1) Ух = (д 2 — Ь 2 ) — (д -{- Ь). 

После разложения правой части на множители получим 
(д — Ь — 1) Ух = (д Ь) (д — Ь — 1). 

Отсюда имеем Ух = а -{- Ъ. 

Так как выражение Ух означает положительное значение 
квадратного корня, то при а-&-Ь < 0 задача не имеет решения. 
Отв. х = (а-\-Ь)* (при условии, если д + ^>-0). 
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' 149. После освобождения от знаменателя и приведения 
подобных членов получим 2х 2 -}- бах -)- За 2 = 0. 


Отв. х х 


_ в(У"з—з). „ в(У з + з) 

2 ’ -а 

150. Обший знаменатель будет 4 (х -\-Ь) (х - 
упрощения получим 

12л: 2 — 4 Ьх — № = 0. 


Ь 


Ь 


ОтИв* X | — 2 } . 


■ Ь). После 


151. Общий знаменатель будет (х — л) а . После освобо¬ 
ждения от знаменателя получим 

(х —• л) 2 — 2а(х — а) +(л 2 — — 0. 

Из этого квадратного уравнения находим 

х — а —а ±Ь. 

Отпв. х х = 2а + Ь\ х 3 = 2а — Ь. 

152. Общий знаменатель будет Ьс 2 (а — 2 Ь). После осво¬ 
бождения от знаменателя получим 

(сх) 2 — (а — 2 Ь) • ( сх) — Ь(а — д) = 0. 

Из этого уравнения находим 

_ (а — 2Ь) + а 

сх 2 * 

Отв. я, = ——; х 2 = — —. 

153. Освобождаясь от знаменателя, получим уравнение 
4х(х — а)-\-ѣх (х-\-а)*= 5л 2 или, после упрощения, 

12л: 2 -{- 4ах — 5л 2 = 0. 

Отв. х л = ^ ш , х 3 —— 

154. Общий знаменатель п(пх — 2). После упрощений 
уравнение принимает вид 

(л — 1) х 2 — 2х — (я + 1) = 0. 

Л ”1“ ^ I 

Отв. X) = ; х 3 = — 1. 
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155. Общий знаменатель будет а (а — х) 2 . После упро¬ 
щений получим уравнение 

(а-|-1)л: в — 2 ах-^-{а —1) = 0. 

Ошв . х 1 = 1; х$ = д | • 

156. Общий знаменатель будет ( х — а) 2 . После освобо¬ 
ждения от внаменателя получаем уравнение 

(х — а) 2 — 2Ь (х — а) — (а 2 —• Ь 2 ) = О, 
решая которое, находим 

х—а — Ь±.а. 

Отт. х\ = 2а -{- Ь\ х % = Ь. 

157. Общий знаменатель пх(х — 2) (х -ф- 2). После упро¬ 
щений получим уравнение 

х 2 —(2 — п)х — (2п* + 4 п) = 0. 

Ошв. лс, = и 2; х а =■ — 2 п.* 

158. Первый способ. После обычных преобразований 
получаем уравнение 

х 2 (а — 2 п — 2д + п) х — (а — 2 п) (2а — п) = 0. 

Решение последнего уравнения можно найти сразу, если 
обратить внимание на то, что свободный член есть произве¬ 
дение величин —(а—2а) и (2а — п), а коэффициент при х 
есть сумма тех же величин, взятая с обратным знаком. 

Второй способ. Переносим единицу из правой части 
в левую, получим: 

а-\- х — 2я _ а — 2 п + х __ 

2 а — п х * 

или 

(а _2п + л;)( ж і т -і) = 0; 

отсюда: 1) а — 2а + д; = 0 или х 1 =2п — а, 

2) = ° «ли х 2 = 2а п. 

Ошв . х г = 2а — а; х % = 2а — л. 
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159. Получаем уравнение 

(а— I) 2 дг®—д(я— 1)*4-(д —1) = 0; 

чтобы избежать действий с дробями, можно положить 
(я—1)х = г или непосредственно найти (л — 1)* из урав¬ 
нения 

[(я — 1)х) а —о [(я— 1)х]-|-д—1=0. 

Получим 

(я—1)т,вв — 1; (л —1)х 2 =1. 

°тв. = а: 2 = -^гг. 


160. Знаменатель левой части равен (а — х ) а . Помножив 
на него обе части уравнения, найдём 


/л — лг\2 ( а \2_ 5 (а — х\* 

V * ) ~~\7+Т) “ 9 Ѵ"Т/ * 


4 (а — лгу* / і. у* 

"9 ГТ“7 = \а + Ь) * 


Извлекая корень, получаем одно нз двух уравнений: 


2 

-г- 

О те. х, 


а—х а 
х = а + Ь 
2 а(а+Ь) . 
= Ьа + 2Ь ’ 


„2л — х а 

И 3* х = ~а + Ь * 
2а(а + Ь) 

2 2* —д * 


161. Преобразуем сначала выражение 

(1 -|-ах) 2 —(д х) 2 = 1 -)-я 2 х 2 —л 2 — х 2 . 


Группируя в правой части первый член с последним, а вто¬ 
рой с третьим, получаем (1—х^О—л 2 ). Теперь заданное 
уравнение приводится к виду 


х(х+1) 


аЬ 

“(«-Ѵ 


Отв. х, 


а . 

6 —л' 


*а 


6 

д — 6 


162. Трёхчлен дх а -)— Ьх —|— с разлагается на множители 
первой степени следующим образом: дх 2 -\-Ьх-\-с = 
= д(х — х,)(х — х^; здесь х, и х 2 — корни уравнения 
лх в 4-&е-{-с = 0. В данном случае <* = — 3, х 1 = 7\ 

х в =—-у-, так что получаем —3(х — 7)(х 
Отв. (7 — х) (Зх 10). 
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163. Так как 

а Ь д а — № (а Ь) (д — Ь) 

Ь а аЬ аЬ ’ 

а Ь а-\-Ь 

то можно по догадке разложить — — на множители —~ 

и (их сумма равна Но надо еще выяснить, 

будет ли это решение единственным. Пусть а и ѵ —иско¬ 
мые множители. По условию 

а Ь , а . Ь 

иѵ = -г - и и-\-ѵ — -г-\ -. 

Ь а 1 Ь ' а 

Следовательно, и и ѵ — корни квадратного уравнения 

*-(т+і)*+(тЧ)-°- 

В выражения для и и ѵ войдет радикал 

Ат+Ш - 4 (у--!)- 

Зная заранее, что задача допускает рациональное решение, 
постараемся освободиться от радикала. Для этого напишем 

вместо 1у+—) выражение 1-^-—) и для компенсации 

прибавим 4 • -у • — , т. е. 4; тогда под радикалом получим 
полный квадрат — 2^. 

Отв. 

а Ь 

164. 15х 3 -4-х 2 — 2х = х(15х 2 -|-х—2). Корнями урав- 

1 2 

нения 15х 2 -(-х— 2 = 0 будут х г = -^; х 2 =-Следо¬ 

вательно, 

15х 2 -(-х— 2 = 15 (х— ^х —|—^ = (Зх— 1)(5х + 2). 

Отв. х (Зх—1)(5х-{-2). 
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165. Первый способ. Сумму 2х*-\-4х 2 ~\-2 предста¬ 
вляем в виде 2(д^4-1) а * 

Второй способ. Располагаем многочлен по убываю¬ 
щим степеням х и член 4 л; 2 разлагаем на два слагаемых 
2 лг 2 + 2л; 2 , после этого группируем первые три члена и по¬ 
следние три и разлагаем на множители. 

Отв. (х 2 —1) (2л; 2 х —|— 2). 

165а. Левую часть уравнения напишем так: 

(1— л; 2 ) 2 + 4л; 2 . 

Уравнение примет вид 

(1 — л: 2 ) 2 — 4л; (1 — л; 2 ) + 4л; 2 = О, 
или 

[(1 — л; 2 ) — 2л;] 2 = 0. 

Отв. х х = — 1 Ц- ]/ 2; х 2 — — 1 — V 2. 

166. Искомое уравнение есть (х — (х — у^ = 0. 

Отв. аЬх 2 — (а 2 -{- Ь 2 ) х Ц- аЬ — 0. 

167. Согласно теореме Виета корни х 1з х 2 уравнения 
л ; 2 +рх -{- ц = 0 в сумме дают — р, а в произведении д. 
Значит, 

/ 1 | 1 \ -2-10 _ 20 
Р Ѵю— 1^72 10+У72У 100 — 72 28’, 

1 _ 1 ... 1 
4 10— У72 * 10+ У72 28* 

Искомое уравнение: х й —л;= 0. 

Отв. 28л; 2 — 20л; —|— 1 == 0. 

168. Решается аналогично предыдущей задаче. 

Отв. Ьх 2 — 2а У а х -]- а 2 == 0. 

169. По теореме Виета л;]Л; 2 = 12; по условию х г — л; 2 — 1. 
Из этих уравнений можно найти х г и л; 2 (4 и 3 или —3 
и —4) и затем р =— (х г + л; 2 ) — гё; 7. 

Но для разыскания х г -|- л; 2 нет необходимости опреде¬ 
лять х г и л; 2 по отдельности. Можно вычислить 

(х 2 + л; 2 ) 2 = (л^ — х 2 ) 2 +4х 1 х а = 1 2 + 4 • 12 = 49, 

откуда р = -(х І -1~х г ) = ±:7. 

Отв. р — -±Л, 
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170. Имеем 

Х\Х% === "5 » Х \ Х% == ^ • 1 

Далее, как в предыдущей задаче, находим х 1 -\-х, 

, к 

и учитываем, что х^-\- х ъ -=-^. 

Оте. к = 5. 



171. Имеем 

хі-\-хі— 1,75; х^ — а 2 ; -{-* 2 = За. 

Здесь три неизвестных лс г , х 2 , а. Нам нужно найти а. Воз¬ 
водя третье уравнение в квадрат и вычитая удвоенное второе, 
находим хі-^-хі — Та 2 . Сопоставляя это с первым уравне¬ 
нием, находим 7а 2 =1,75. 

л 1 , 

О те. е = :±:- 2 ". 


172. По теореме Виета 

Р + Я = —Р и рд = д. 


Эта система имеет два решения: 1) р — 0, я — 0\ 2) р= 1, 
^ = —-2. В первом случае имеем уравнение лс 2 = 0, во вто¬ 
ром д: 2 -4-д:—2 = 0. 

О те. 1) р = 0, я —0, 

2) р= 1; Я — —2. 


173. Корни искомого уравнения будут _у х = — и у 2 = . 

Выразим Уі_-\-У 2 через коэффициенты а, Ь, с. Для этого 

* . Х 1 + Х 2 ( Х 1 + Х *> 2 — ^ Х 1 Х 2 

преобразуем з> 1 + 3 , 2 = ~' У г ~ к ВИ ДУ-~- и за- 

меним (Хі~\-х^ через — —, а через Получим 

— ~ - 2 -- . Кроме того, имеем = — • — = 1. Следовательно, 
искомое уравнение есть 


У 


Ь а — 2дс 
ас 


У + 1 = 


0. 


Отв. асу 2 — — 2ас)у-\-ас = 0 . 
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174. Эту задачу можно решить как и предыдущую, но 
лучше итти более коротким путем. 

В первом случае оба корня искомого уравнения должны 
быть вдвое больше соответствующих корней данного урав¬ 
нения. Значит, нужно найти неизвестную величину у, кото¬ 
рая вдвое больше неизвестной величины х, удовлетворяющей 
уравнению ах 2 Ц- Ьх + с = 0. Из условия у = 2х находим 

и, подставляя в данное уравнение, получаем 

Во втором случае делаем подстановку *== —. Получаем 

Отв. 1) ду а -4-2#у4с — 0; 

2) су*-\-Ъу-\-а — 0. 

176. Первый способ (см. решение задачи 173). Имеем 

У\ 4- 4 = (*і 4- V — (*, + х й ). 

Подставляя сюда *, * 2 = — ^ и дг 1 * 2 = , находим 

Л + Л —-^— • Д алее . УіУъ = (*і х ъГ = . и по тео¬ 

реме Виета составляем искомое уравнение. 

Второй способ (см. решение задачи 174). По усло¬ 
вию у = * 8 , т. е. д : — У~у. Подставляя в данное уравнение, 
получаем 

я1/У-М1^= — с. 

Чтобы избавиться от иррациональности, возведём обе 
части уравнения в куб и преобразуем сумму 3(а]/у а ) а #]/у -|- 

За У у а (Ь І/' у) а к виду ЪаЬу\а(^у) ъ -\-Ь^ у\. Выраже¬ 
ние в скобках в силу найденного уравнения равно — с. 

Отв. а в _у 2 (Ь 3 — ЪаЬс)у с 8 = 0. 

176. Всякое уравнение п-й степени, имеющее корни 
х ѵ * 2 » •••• х п> можно представить в виде 

— * 8 > • • • (■*- Х п> — 0 . 
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Биквадратное же уравнение имеет всегда две пары корней, 
равных по абсолютной величине и противоположных по 
знаку. Полагая х 3 = — х х и х 4 = — х%, можно записать би¬ 
квадратное уравнение в виде 

(х—х х ) (х—х^ (х+х х ) (д:+д' 2 )=0, т. е. (х 2 — х\) (х 2 —х%) = О 
или 

X 4, — (хі + х%)х 2 + х1х1 = 0. 

Но по условию 

х'і х\-\- (— х х ) 2 -{- (— х%) 2 =^= 50 

и 

х х х ъ (— (— дга) = 144. 

Следовательно, 

хі-\-хі = 25 и лс?лс| = 144. 

Отв. х 4 — 25 я 2 -4-144 = 0. 

177. Если алгебраическое уравнение (с действительными 
коэффициентами) имеет комплексный корень а-\-Ы, то кор¬ 
нем его является также и комплексное число а — Ы (сопря¬ 
жённое с числом а-\-Ы). Таким образом, нам известны два 
сопряжённых корня заданного уравнения 3-|-*У6 и 3 — і]/~ 6 . 
Оба эти корня можно проверить непосредственно, но проще 
предварительно выполнить следующее преобразование. 

По теореме Безу левая часть уравнения должна делиться 
(без остатка) на выражения х — (3 -{- г]/"6) и х — (3 — і У 6), 
а следовательно, и на произведение этих выражений, т. е. 
на [(дг— 3) — іУь\[{х — 3) + /Ѵ Л 6]= л: 2 — 6* + 15. Вы¬ 
полнив деление, мы разложим левую часть на два множителя: 
4х* — 24дг 3 + 5 7дт 2 + 18* — 45 = (л: 2 — 6х + 15) (4х 2 — 3), и 
данное уравнение распадается на два: 

1) х 2 — бд- —15 = 0 и 2) 4дт 2 —3 = 0. 

Первое имеет корни х х = 3 + іѴ 6 и х 2 = 3 — і |/1Г; кор- 

уз уз 

НЯМИ второго ЯВЛЯЮТСЯ х 3 = И х 4 = — -* 2 ~ . 

Отв. х х — 3 + / Уб; х. 2 = 3 — /’У 6; дг 3 = 
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178. По условию х = 2 должно удовлетворять заданному 
уравнению. Поэтому мы имеем 6 • 2 3 —7 • 2 2 —16 • 2 + т = О, 
откуда т— 12. Получаем уравнение 6х 3 —7 л: 2 —16л+12=0, 
один из корней которого равен 2. По теореме Безу его 
левая часть должна делиться на (л:— 2). Разделив, найдём 
6х*-\-5х — 6. Следовательно, уравнение можно представить 
в виде (х — 2) (6л: 2 + 5л: — 6) = 0. Корнями его, кроме корня 
х 1 = 2, являются корни л: 2 , х в уравнения 6л: 2 + 5л:— 6 = 0. 

2 3 

О та. т =12; л: 2 = -^; л: 3 = — 

179. Подставляя в данное уравнение л: = 2 и л: = 3 
(см. решение предыдущей задачи), получаем 

4/я + я = 10 и 9/ге + я =— 15. 

Из этой системы находим т = —5, я = 30 и получаем 
уравнение 2л^ — 5х 2 — 13х + 30 = 0. Левая часть должна 
делиться на л: — 2 и на л: — 3 и, следовательно, на произ¬ 
ведение (л: — 2) (л: — 3). Уравнение перепишется в виде 
(л —2) (л: — 3) (2х + 5) = 0. Корни его л^ = 2, л: 2 = 3, 
_ 5 

*з-2 * 

5 

О та. т = — 5; я = 30; л: 3 = — . 

180. Квадратное уравнение х*-\-рх + <? = 0 имеет равные 

корни, когда подкоренное выражение — ц равно нулю. 

В данном случае должно быть (а а 2 — З) 2 — 4 = 0, т. е. 
а* — За 2 — 4 = 0. Это биквадратное уравнение имеет два 
действительных корня (о = 2 и а — — 2) и два мнимых 
(ц = / и а = — і). Ограничиваясь действительными корнями >), 
получаем уравнение л: 2 —4лг —4 = 0 и х 2 — 4л:+ 4 = 0; 
первое имеет корни л: 1 = л: 2 = — 2, ‘ второе имеет корни 
х^ — х 9 — 2. 

Отв. При а —2 и при а = —2. 


') Мы предполагаем, что коэффициенты заданного уравнения 
являются действительными числами. 
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180а. Корни уравнения будут 

х 1і5 = т± У т? — т?-\- 1 —т 1. 

По условию имеем 

— 2</ге + 1 <4, 

— 2 < /и— 1 < 4 

Отв. — 1 < т < 3. 

181. Уединим один из радикалов, например первый. По* 

лучим У у-\-2 = 2-\-Уу — 6. 

Возведём обе части в квадрат. После привед ения п одоб- 
ных членов и сокращения на 4 будем иметь Уу — 6 = 1, 
откуда у = 7. Проверка показывает, что этот корень годен. 

Отв. у = 7. 

Замечание 1. Здесь и в дальнейшем мы считаем корни квад- 
ратные и вообще корни чётных степеней арифметическими. См. пред¬ 
варительные замечания в начале решений главы 2 (стр. 122—125). 
Относительно корней нечётных степеней см. ниже подстрочное 
примечание к задаче 209. 

Замечание 2. Проверка делается для того, чтобы обнару¬ 
жить лишние корни (они могут получиться при возведении обеих 
частей уравнения в квадрат) . В д анно й зада че лишних корней нет. 
Но возьмём уравнение У у + 2 + У у — 6 = 2, отличающееся от 
да нного только знаком. Решая его тем же способом, получим 
У у — 6 = — 1. Возведя в квадрат, найдём тот же корень у = 7. 
Он не годится; взятое уравнение вовсе не имеет решения. Здесь 
можно было бы обойтись и без проверки, так как и без того видно, 
что У у — 6 не может равняться — 1 (см. замечание 1). Но в дру¬ 
гих случаях (см. задачу 184 и 190) без проверки обойтись нельзя. 

182. Решается, как предыдущая задача. 

Отв. х = 6. 

183. Уединив первый радикал, возведя в квадрат и упро¬ 
стив, получим х —1=2 Ух —1. Снова возведя в квадрат, 
находим (х —1) а — 4(л:— І) = 0. Это уравнение можно 
разделить на х —1, предварительно учтя, что л: = 1 есть 
один из корней. Тогда найдём другой корень х= 5. Можно 
также раскрыть скобки и решить квадратное уравнение. 
Проверка показывает, что оба корня годятся. 

Отв. *!= 1, л; а = 5. 


— 3 < т < 3, 

— 1 < т < 5. 
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1 84. Пост упая как в предыдущей задаче, найдём л:4-22= 
= іу Зл:— 2, а отсюда л: а —103л:—}—582 = 0. Это урав¬ 
нение имеет два корня: х, = 6 и х 2 = 97. Данному уравне¬ 
нию удовлетворяет только первый корень, второй — лишний 
(он удовлетворяет уравнению УЗх — 2 — У х-\-Ъ = 7, отли¬ 
чающемуся от данного знаком при радикале). 

Отв. х = 6. 

185. Решается, как предыдущая задача. Из двух корней 
х г = — 1; х 2 — 3 второй лишний. 

Замечание, х = 3 есть корень уравнения 
— У х “|- 1 У 2х -|- 3—1. 

Отв. х — — 1. 

186. Отв. лг А = 34; х 2 — 2. 

187. Отв. х — 4. 

188. Возводим в квадрат. Получаем уравнение 

хУ л: а 4~24 — л: 2 — 2л: = 0. 

Оно распадается на два уравнения: 

л: = 0 и У л а -(-24 — х —2 = 0, 

Второе даёт х = 5. Выполняем проверку. 

Отв. д: 1 = 0; х 2 — 5. 

189. Данное уравнение приводим к виду 

Л.+± == і/ г ± і 

х ^ 3 У 9 + Л 9 

Возводим в квадрат и помножаем на л: 2 (при умножении 
на л; а есть опасность ввести лишний корень х — 0). Полу¬ 
чаем уравнение _ 

1 +1 Х==Х У Г 4+л*’ 

Снова возводим в квадрат. 

Отв, * = -|. 
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190 *. Помножив обе части уравнения на ѴЧ*+2)С*+3) , 
получим 

Ѵ(х — 5) (х + 3) + Ѵ{х — 4) (х + 2) = 7. 


Поступая как в задаче 181, найдём 


\х — 4)(х + 2) = 4. 


Отсюда получим два корня х г = 6, х а = — 4. Проверка 
показывает, что х 2 не годится, получается неверное равен¬ 
ство у 1^2 =—у К 2, 

Оша. х = 6. 


191. Освобождаемся от знаменателя. Получаем 

/ х 2 — Іб + іЛ; 2 — 9 = 7. 

Это уравнение имеет два корня х = 5 и х =— 5. Однако 
при х = —5 ныражение Ух —3 не имеет арифметического 
значения (см. замечание 1 к вадаче 181). 

О те. х = 5. 

192. Приведём левую часть уравнения к общему знаме¬ 
нателю: 



Отсюда _ 

3(х+1 ) = 5У х(х+1). 

После возведения в квадрат получаем 

9(х+1) 2 --25(х + 1)х = 0 
или 

(х + 1) [9 (х + 1) — 25x1 = 0. 

Отв. х, = — 1; х 2 = щ. 

193. Решается, как предыдущая задача. 

Отв. х х = 2; х 2 = — 1,6. 

194. Возводим обе части данного уравнен ия в к вадрат. 
После тождественных преобразований получим У 28-—х = |/7 .. 
При возведении в квадрат есть опасность ввести посторон¬ 
ний корень, удовлетворяющий уравнению, отличающемуся от 
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данного знаком правой части. Уравнение /28— л: = /7 
имеет единственный корень л: = 21. Он не является посто¬ 
ронним, так как V 2/7 + /21 >|/"2/7 —/21. 

Отв. х = 21. 

195. Перепишем уравнение так: 

і/" Х-\~У X X / X — - у- У-- -і . 

Г ' Г Г Г 2 Ѵх+Ѵх 

Освободимся от знаменателя; при этом есть опасность ввести 
лишний корень х = 0 (так как знаменатель обращается 
в нуль при х = 0). Других лишних корней быть не может, 
так как х = 0 есть единственный корень уравнения 

х -|- / л: = 0 (см. решение задачи 143). 

После упрощений получаем уравнение 

2х — 2 /л; 2 — х — \Гх = 0, 

одним' из корней которого является х = 0. Однако этот 
корень лишний, так как при л: = 0 правая часть исходного 
уравнения теряет смысл. Выносим за скобку /г: 

У~х (2 У~х — 2 /+=П — 1) = 0. 

Решая уравнение 2 /л; — 2 /л; — 1 — 1=0 (см. решение 

25 

задачи 181), находим х — ^. Выполняем проверку. 

о 25 

Отв. х = 

196. Сначала освобождаемся от иррациональности в зна¬ 
менателе. Умножаем для этого числитель и знаменатель на 
/27 + х + /27 — х ; получим 

{Ѵ27 + х + Ѵ27 — х)* _27 

2х ' х 


или, после упрощений, 

27 + У27* — х 2 _27 
х х * 

Отсюда находим х = ±27. Оба корня годятся. 
Отв. л; = ±27. 
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197. Уединив радикал, возведём обе части уравнения 
в квадрат. Будем иметь 

л; 2 — 2ах =— хУ л: 2 -(-а 2 . 

Это уравнение имеет корень х = 0. Для отыскания дру¬ 
гих корней разделим обе части уравнения на х (это можно 
сделать, так как теперь х Ф 0). После этого снова возве¬ 
дём обе части в квадрат. Получим х — ^ а. 

При проверке можно придти к ошибочному заключению, 
что значения х = 0 и х = -|- а всегда удовлетворяют дан¬ 
ному уравнению. Чтобы лучше уяснить суть ошибки, рас¬ 
смотрим числовой пример. Когда а = — 1, данное уравнение 
имеет вид 

х = — 1 — 1 хУ х' 2 —}— 1 . 

3 3 

Ни х = 0, ни х =!— а — — — не удовлетворяют этому урав¬ 
нению (оно не имеет решений). Так же будет при любом 
другом отрицательном значении о. 

Источник ошибки в том, что величина У о 2 считается рав¬ 
ной а, тогда как это верно лишь при а^>0. При о< 0 
мы имеем |Ла 2 = — а\ например, У (—3) 2 = — (—3). 

Правильная общая формула (см. предварительное замеча¬ 
ние, п. 3 на стр. 123) такова: 


Уа? = \а\. 

Пользуясь этой формулой, мы найдём, что при х = 0 (когда 
левая часть уравнения обращается в нуль) правая часть равнэ 
а — Уа 2 = а — |а|. При а^.0 это выражение тоже равна 
нулю, но при а <С 0 оно равно 2а. Следовательно, если 
о>-0, то значение х==0 есть корень уравнения; если же 
о < 0, то х = 0 не является корнем. То же относится и 

3 

к значению х = — а. 

4 

Отв. Если а ^ 0, то х 4 = 0, х 2 = а; если а < 0, урав¬ 
нение не имеет решений. 
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198. Записанное без степеней с отрицательным показате¬ 
лем данное уравнение имеет вид 1 ) 



(А) 


Первый способ. Освобождаемся от знаменателя: 

+ ( 

положительна и правая часть. Возводим в квадрат: 

Отсюда ^ = 4- (значение — 4 исключается, ибо — >о). 

а 4 \ 4 а ^ ) 

Второй способ. Уничтожаем иррациональность в зна¬ 
менателе: 



X \“ X 

— I =5» — • Левая часть положительна; значит, 
а) а 99 



[/ - 


_ 1 _ 

4 ‘ 


Выражение, стояще е в скобк ах, не может быть отрицатель¬ 
ным; поэтому ]/" 1 +(т) 2— ^ == Т или V 

Возводим в квадрат: 1 = , 

х 3 

откуда - = - 4 . 

О те. х = 4 а. 

4 


!) В первом издании авторы по досадному недосмотру совер¬ 
шили ошибку, против которой предупреждали в предыдущей за¬ 
даче. И менно, у равнение (А) было ошибочно записано в следующем 
У а 2 -)- х 2 — х 1 

виде: - -= -г. Ошибка возникла так: в уравнении (А) 

У& + ЛР + Х 4 

числитель и знаменатель левой части были помножены на а, 
затем а было подведено под корень. Но равенство а У 1+ (й “ 

= У а 2 + х 2 неверно при а < 0. В этом случае имеем а =* 


= —"У а 1 ~у 1 + =—У а 2 -у х\ Вследствие указанной 

ошибки ответ, приведённый для случая я<0, был неверен. 
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199. Решается, как предыдущая задача. Применяя вто¬ 
рой способ, найдём 

од;)а=-1. 

Выражение У 1 + я 2 * 2 — ах всегда положительно. Поэтому 
У'і + я 2 * 2 — ал: = |^-|, Т. е. У 1 -}- а 2 л? = ах-\-щ. 

Возводим в квадрат. Получаем х = ^ , или, что то же, 

1 


х = 


2а I с 1 * 


Проверка. Подставляя д: ==, 


находим 


! . д « ѵ3 _ 4с а + (с і! — I) 2 _ («Ч-1У 

* 4с 2 " 

Учитывая, что величина с 2 -{-1 всегда положительна, на¬ 
ходим 

Уі+а 2 * 2 = ^ЬІ, 

Дальнейшие вычисления показывают, что данное уравнение 
всегда удовлетворяется. 

с 2 _ і с г _ і 

Отв. х = ' 2 ' а , т. е. при с>0 имеем х = при 

с < 0 имеем д: = 


1 —< 


2ас * 

200. Вынесем за скобки в числителе и знаменателе левой 
части выражение У х-\-с и сократим на него дробь 1 ). 
После сокращения получим 

У х + с + У х — с 9 (х + с) 

Ух + с — У* — с Ис 

Уничтожим иррациональность в знаменателе. После упро¬ 


щений найдём 8 Ух 2 — с 2 = л: ■+■ 9с. Отсюда х = ^ 


или 


х _ 29 

21 е * 


*) Сокращая на Удг + с, мы предполагаем, что х Ф — с. Если 
бы, решив полученное уравнение, мы нашли х = — с, то это значе¬ 
ние не было бы корнем данного уравнения. Однако из дальнейшего 
видно, что такого корня мы не получаем. 
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Проверка показывает, что оба эти значения удовлетво¬ 
ряют уравнению при с > 0 и не удовлетворяют при с 0. 

5 29 

Отв. При с>0 имеем х^ = с и д: а =—г^с^прис-^О 
уравнение не имеет решений. 

201 *. Перное подкоренное выражение преобразуем так: 
л:-}-3— 4]/х —1 = (х — 1)— 4У х —1 +4 = (У х— 1 — 2) а . 
Аналогично второе подкоренное выражение равно (Ух —1—З) 2 . 
Данное уравнение принимает вид 

\Ух-—1 — 2 1 ■+■ 1 Ух^^І — 3 ] = 1 (А) 

(см. предварительное замечание .к гл. 2, п. 3). Возможны 
три случая: 1) Ух —1 >3;2)|/лг—1<2; 3) 2-<|/л;—1<3. 
В первом случае уравнение (А) принимает вид: 

У х — 1 — 2 -\~У х — 1 — 3 = 1, или Ух — 1 = 3. 

Этот результат не согласуется с условием Ух — 1 > 3. 

Во втором случае уравнение (А) принимает вид: 

— (Ух— 1 —2) —(/*—1 — 3)= 1, или Ух^І =2. 

Этот результат также не согласуется с условием Ух —1<2. 
Остаётся третий случай, когда уравнение (А) принимает вид: 

(У х — 1 — 2) — (У х — 1 — 3) = 1. (В) 

Это равенство является тождеством, следовательно, уравне¬ 
ние (А) удовлетворяется при всех х, для которых 

2</*—1<3. 

Так как величина Ух —1 > 0, то все три части нера¬ 
венства можно возвести в квадрат, после чего находим 

5<л:<10, 

т. е. решения данного уравнения содержатся в границе между 
5 и 10 (включая и значения 5 и 10). Все они являются ре¬ 
шениями данного уравнения, так как они подходят под слу¬ 
чай 3, когда данное уравнение (А) обращается в тожде¬ 
ство (В). 

Отв. 5 4 ^.х ^ 10. 
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202. Возведём обе части уравнения в квадрат, перенесём 
все члены в одну сторону и вынесем за скобки \/~а-\-х: 

У а-\-х{$У а-\-х-\-4у а — х — Ух) = 0. 

Это уравнение распадается на два. Из первого Уа + *=0 
находим х = — а. Проверка показывает, что при а 0 это 
значение удовлетворяет данному уравнению. При а<0 урав¬ 
нение теряет смысл (так как У й — х становится мнимым). 
Второе уравнение есть 4 (Уа-\-х-\-Уа — х)~Ух . Если 
его решать, как в задачах 183—187, то получим (кроме 

заведомо лишнего корня х = 0) х = . Проверка пока¬ 

жет, что и это — лишний корень, так что второе уравнение вовсе 
не имеет решений. В этом проще убедиться, если применить 
следующий способ решения. Переведём иррациональность 
в знаменатель (помножив и разделив Уа-\-х-\-Уа — х на 
сопряжённое выражение Уа-\-х — У а — х). Получим 


8х 


: = УХ. 


У а -(- х — У а—х 

Разделив на У х (что возможно без потери корней, так как 
х = 0 не есть корень), получим Уа-\-х—У а — х = 8 Улт. 
Вычитая это уравнение из полученного выше |/а-(-ху 

У а — х = Ух, находим 

2 У а — х— — ^ Ух. 

Но это равенство невозможно, так как левая часть есть по¬ 
ложительное число, а правая — отрицательное. Если бы, не 
обратив на это внимания, мы возвели обе части в квадрат, 

то получили бы лишний корень ^ Т 02 В Л ' 

Отв. Если а положительно, тох = — а\ если а — отри¬ 
цательно, то уравнение не имеет решения. 

203. Здесь с успехом можно применить перевод иррацио¬ 
нальности в знаменатель (см. предыдущую задачу). 

Отв. х = 0. 
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204. Ота. х 1 = в; лс 2 = — Ь. 

206. Ота. лс = (при аг> 1). 

При в < 1 уравнение не имеет решений. 

206. Данное уравнение можно представить в виде 
(Vд+ хТ _ і/^- 

Л г ' 


(о + лс)' вале 2 . 

2 — 

Возводим в степень -д-. Получаем а-{- х *= а*х. Отсюда 
^—. Проверка: 
а т ~1 


я* 

а+ Хшт 1 - 

а® —I 


(а+ху = 


а- (а + х) 2 

/г V*' ал 

Ѵе»-іЯ 



Ота. лс=» —; если значение а лежит между —1 и 
а 8 — 1 

+ 1, то уравнение не имеет решений. 


207. Полагаем ле =» г. Тогда 

/7=(ѴЗГ) 2 = г9. 

Уравнение примет вид 

г 8 + г— 12 = 0. 

Отсюда г г = 3, г 2 = — 4. Так как |/ лт должен быть по¬ 
ложительным числом, то второй корень лишний. 

О те. х = 81. 


208. Полагаем (л:—-фвт, Дальше решается, как пре* 
дыдушая задача. 

Ота. х—П. 
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209 *). Возводим об* части уравнения в куб. Получим 
/ 10 + 2х + 1Л5 — 2х = 7. 

Здесь можно уединить один из радикалов, а можно и не 
уединять. 

Ото. х л = 3; х 2 = —у. 

210. Возведём обе части уравнения в куб, применив фор¬ 
мулу (а 4- й ) 8 = а 3 + ЪаЬ (а 4- Ь) Ь ь . Получим 

х-{-г^х(2х — Ъ)[Ух + $2х— 3] + 2х — 3 = 12(х — 1). 

Выражение в квадратных скобках в силу зада нного урав¬ 
нения можно заменить выражением У 12 (х —ПТ). Получаем 

^х(2х — 3) • 12 (х — 1) = 3 (х — 1). 

Возводим в куб. Перенося члены в одну сторону, найдём 
(х — 1) [ 12х (2х — 3)—27 (х — I) 2 ] = 0. 

Это уравнение распадается на два: 

х—1 = 0 и 12л; (2* — 3)—27 (х— 1)2 = 0. 

Найденные корни проверяем. 

Ото. х, = 1, х 9 = 3. 

211. Задача решается, как предыдущая. 

у. , " 1 “ Ь 

Отв. х г = а\ х 2 = Ь; х 3 = —^—. 

212. Полагаем ~^~х = г; тогда 1/ / х 2 = .г 2 . Подставив б 
исходное уравнение, получаем 2 а 2 -\-г —3 = 0 , откуда 



Отв. х, = 1; х 2 = —д . 


*) Здесь и в дальнейшем корни кубические и вообще корни 
нечётных степеней мы не считаем арифметическими, 
допуская, что подкоренное число может быть и отрицательным 
(но обязательно действительным). Значение корня мы 'также счи¬ 
таем действительным числом. 
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213. Решается, как предыдущая задача. 

Отв. г х — 64; г 8 -- 

214. Полагаем У а-\-х = г\ тогда У а -\-х~= г ь и 
І/' а х = г 2 . 

Отв. х, = — а; х 8 = 1 — а. 

215. Полагаем / Чтт =г ’ тогда V-яг? =4- и 

уравнение после ряда преобразований примет вид 
12г 2 — 7 г —12 = 0; 

отсюда 

4 3 ' 


Второе решение отбрасываем, как отрицательное (см. ваме- 

чание 1 к задаче 181 на стр. 165). Для определения х полу- 

/~ 2*4-2 4 

чим уравнение у - ~- 

Отв. х = 7. 


х + 2 


216. Отв. х = ±5. 

217. Положим У~х = г\ тогда УіР = гР и х = г 3 . 
Получаем: 

г *—1 г * —1 „ 

г*— 1 2 + 1 

Сокращаем первую дробь на г 8 — 1, вторую на г -}-1. 
Получаем г 2 — г —2 = 0. Но сокращение первой дроби за¬ 
конно только при условии, что г 2 — 1 Ф 0, а второй — только 
при условии, что г 1 Ф 0. Между тем из двух корней 
= 2 и г 8 =— 1 второй даёт г-}-1=0. Он не годится, 
так каК при г = — 1 имеем х = — 1, и левая часть данного 
уравнения теряет смысл. 

Отв. х = 8. 


218. Полагая 


Ух = г, преобразуем уравнение к виду 


2 * — 4 
2+2 


= г 8 —8. 
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Сокращаем дробь на г -|-2 (см. объяснение к предыдущей 
задаче). Получаем а 8 — г-—6 = 0, откуда г х = 3; г я =— 2. 
Второй корень не годится, потому что, во-первых, выраже- 

Н ие ~і^ 2 те Р яет смысл и, во-вторых, г не может быть от¬ 
рицательным числом. 

Ото. х = 9. 

219. Здесь введение вспомогательного неизвестного, ко¬ 
торым мы пользовались в предыдущих задачах, не приводит 
к цели. Представляем уравнение в виде 

У а — х+Ух — Ь 

Сокращаем дробь на У а — х-\~У х — Ь (сокращение за¬ 
конно, так как это число не может равняться нулю). После 
упрощений получаем У (о — х)(х — Ь) = 0. 

Ошв. х х = а; х я = Ь. 


220. Заданное уравнение представим в виде 



У2 — х 
2—Уд? 


1 

У2 



Это уравнение распадается на два: первое У 2 — х = 0; его 
корень х, = 2; второе после освобождения от внаменателя 

будет У2(2— х) — 2 — Ух. Его корни х 9 = 0; х 3 = 
Ото. х, = 2, х 9 = 0, х 3 = ^. 


221. Ото. х = 81. 


222. Если, уединив радикал, возведём обе части полу¬ 
ченного уравнения в кзадрат, то получим уравнение 4-й сте¬ 
пени. Но в данном случае можно применить искусственный 
приём. Перепишем уравнение в виде 

Ух 8 —Зх + 5 + х 8 —Зх + 5= 12. 

Полагая Ух 8 — Зх-4-5 = г, получаем' г 2 -}- г —12 = 0. Бе¬ 
рём только положительный корень г = 3, 

Ото. х, = 4; х я = — 1. 
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223. Можно применить тот же приём, что в предыдущей 
вадаче. Однако заранее можно сказать, что уравнение не 
имеет решений. Действительно, величина Зх 2 4- 5х -1~ 1 при 
всяком х больше, чем Зх 2 4-5х—8. Поэтому 

/Зх 2 4-5х+1 >|/3х 2 +5х— 8, 

значит, левая часть данного уравнения при всяком х отри¬ 
цательна и, следовательно, не может равняться единице. 

Огла. Уравнение не имеет решений. 

224. Обозначим через г одно из подкоренных выраже¬ 
ний— удобнее всего положить у ъ -\-іу-\-& = г. Уравнение 
примет вид 

ѴТ+2 + = У 2г. 

Освобождаясь от радикалов, находим г 2 = 4. Годится только 
корень г = 2 (при г — — 2 два подкоренных выражения 
отрицательны). Решаем уравнение У 2 4у 4- 6 = 2. Про¬ 
веряем. 

Ошв. у = — 2. 

225 г ). Можно решить по способу подстановки (из вто¬ 
рого уравнения найти у = 6 — х или х = 6— у и подставить 
в первое). Несколько быстрее ведёт к цели следующий 
искусственный приём. Первое уравнение преобразуется к виду 
(х— у) а = 4, откуда х — у = 2 или х—у = — 2. Получаем 
дзе системы: 

1) ( х—у = 2, 2) Г х—у = —2, 

\ х + У = 6; \ х-}-.У = 6. 

Отв. 1) Хт = 4, Уі = 2; 

2) = 2, у 2 = 4. 


•) В задаче 225 и в большинстве следующих задач этой главы 
применение искусственных приёмов совершенно необходимо для нх 
успешного решения. Основная трудность этих задач в том, чтобы 
подметить особенности данной системы и подыскать соответствую¬ 
щий искусственный приём. 
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226. Предстзвим данную систему в виде 

| ху-(-(*+У) = 11, 

I ху (х +у) = 30. 

Положим для краткости ху = г,; х-\-у = я,. Тогда имеем 
систему 

( *і + *в в11 . 

1 = 30. 

По теореме Виета г г и г 2 —корни квадратного уравне¬ 
ния г 2 — 1 Іг-\- 30 = 0. Находим: г л = 6, = 5 или = 5, 

= 6. Получаем две системы: 

г х — у = 6, и Г х-\~у = Ъ, 

\ ху = 5 \ ху = 6. 

К «ждой можно снова применить теорему Виета (или решить 
по способу подстановки). 

Отв. 1) х = 5, у = 1; 2) х— 1, у = 5; 

3) х = 2, у = 3; 4) дг = 3, у = 2. 

227. Положим у а = г; тогда имеем систему 

I х -\~г — 7, 

{ хг == 12. 

Отв. 1) х = 4, у = ]/3. 

2) х = 4, у-1/3. 

3) х== 3, у = 2. 

4) х = 3, у = — 2. 

228. Положим х 8 = ^ и — у = г 9 . Получим систему 

I г і ~Ь г з = ^3» 

I == 50, 

Отв. 1) х = 5, у = 2; 

2) х = — 5, у = 2; 

3) х = і У 2, у = — 25; 

4) х = — г У 2, у = — 25. 
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229. Полагаем —ху — г х \ х 2 — у 2 = Получим систему 
| г х г й = — 180; 

і *і+*а = ~-И- 

Находим г х = 9; д 3 = — 20 или г х = — 20; г 2 = 9. Теперь 
имеем две системы: 

1) ( ху = —9, 2) ( лгу =20, 

| лг 2 —у 2 = —20 И \ лг 2 —у 2 = 9. 

Решим первую систему. Из первого её уравнения находим 

у 

у = — —. Подставляем во второе. Находим биквадратное 
уразнение лг 4 4-20л; 2 — 81=0. Его корни 

х Х '2 = дЬ —10 4" ]Лі81 ям± 3,45 ям:±: 1,86, 

х 3 ,4 = ±: — 10 — /181 ям± У—23,45 ям ± 4,8’4' 


Теперь находим 
У 1,2 = 

У3.4~ 


Ѵ—іо+ѴШ 1,86 

^9 , 

4,84/ ~ 


Г^«^4,84, 


1 , 86 /. 


Тем же способом решаем вторую систему. 
Отв. 1) х ям 1,86, у ям—4,84; 

2) хям—1,86, уям4,84; 

3) х«4,84/, у ям 1,86/; 

4) хям— 4,84/, у ям—1,86/; 

5) х = 5, у = 4; 

6) х = —5, у = —4; 

7) х = 4/, у = — 5/; 

8) х = — 4/, у = 5/. 


230. Исключим свободные члены, для чего помножим вто¬ 
рое уравнение на 7 и вычтем из первого. Получим 

— 32х 2 —2ху+75у 2 = 0. 

Это — однородное уравнение второй степени (т, е. 
уразнение, содержащее только члены второй степени; 
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членов первой степени и свободного члена в нём нет). Рав- 
делив обе части уравнения на л: 2 (это можно сделать, так 
как х = 0 не есть корень), мы преобразуем его к виду 

— 32 — 2^-4-75 00 =0, и, решив квадратное уравнение, 
у 2 у 16 

найдём = у или ~ = — ^• Этим способом из всякого 
однородного уравнения второй степени можно найти отно¬ 
шение —. 
х 

Теперь решаем две системы: 

1 ) ( 5л: 2 —10у 2 - -5 = 0, 2) | 5х 2 —10у 2 —5 = 0, 

{ ІІ-І" { У _16 

I л: “ 3 I х 25 


(по способу подстановки). 
Отв. 1) л: = 3, у = 2; 


3) х = 


25 


16 


У ИЗ* 


У из’ 

2) х =— 3, у = — 2; 4) х =- У = . 

' * У из ^ Уиз 

231. 1-е уравнение вапишем так: х 2 —2ху-4-у 2 = -я-ху. 

1 ^ 
Тогда имеем (х—у) 2 = у ху. 2-е уравнение запишем в виде 

2(х— У) — Х У- Значит, (х—у) 2 — 2(х—у)«=0. 

Отсюда находим х— у = 0 и х— у = 2. Получаем две 
системы: 


1) ( х-у-0, и 2) <х-у = 2. 

\ ху = 0 I ху = 8. 

Отв. 1)х =у = 0; 2)х = 4, у = 2; 3) х = — 2, у = —4. 


232. Первое уравнение перепишем так: 

(х 2 -|-2 ху~Уу*)= 13 + ху или (х—у) 2 —13 = ху. 

Из второго уравнения х-|-у = 4; подставив, получим 
16— 13 = ху. Решаем теперь систему 

Г ху = 3, 

\ х+у = 4. 

Отв. 1) х = 3, у = 1; 2) х = 1, у = 3. 
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233. Решается, как предыдущая задача. Получим новую 
систему 

Г -ЧУ = 6, 

\х—у=1. 

Ото. 1) х = 3, 2) х = — 2, 
у — 2; у — — 3. 


234. Полагаем — = г; тогда — = , и первое уравне- 

V X 2 

25 и 12а 8 —25г+ 12 = 0. 


у х г 

, 1 

ние примет вид г ^ 

1 п 

— и г 2 = —. Теперь имеем две системы: 


Его корни а, 
1 ) 


І х 4 2) Г х 3 

”-"З > у ез '^( 

х 2 —у 2 = 7; х 2 —у 8 = 7. 


Системы решаются подстановкой значения х из первого урав¬ 
нения во второе. 

Отв. 1)х = 4, у — 3; 

2) х = —4, у = — 3; 

3) х = 3/, у = 4/; 

4) х = — 3/, у = — 4/. 


235. Систему можно записать в виде 
г х т у п = са т й п , 

1 х п у т = 

Перемножаем эти уравнения и делим одно на другое. 
Получаем (ху) т * п — Ыа? т Ь* п и (у-)"* П = -^-'. отсюда 

і г»» х /с Ѵ-і— 

ху = (с<Г) ш * п а> п + п Ъ т + п и У = ”* 

Перемножая эти уравнения, находим 

гм гп чт 2 п 
^2 _ ^т»—п^п*— т’дш+прт+п*^ ' 
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Выражение для у % можно найти аналогично, взяв уравнение 
{^) т " =з у • Оно отличается от соответствующего уравне¬ 
ния для х только перестановкой букв с и й, 
т п т и 

Отв. х — с т<і - пСі сІ п * ~™ з а т+п Ь т + п * 

п т щ п 

у = с п 2 -т*$т*-п*от+п{)т+п» 

236. Во втором уравнении разлагаем х^-^-у 3 на множи¬ 
тели (х-\-у)(х 2 — *у4-у») и делим второе уравнение на 
первое. Получим х-{-у—5. В первом уравнении прибавляем 
к правой и левой частям уравнения по Ъху\ получим (дг-4-_у) 2 = 
*= 7 -4— Злт^;. Подставив 5 вместо (х-4 -у) согласно получен¬ 
ному уравнению, найдём ху — 6. Теперь решаем систему 

(х+у = 5, 

| ху = 6. 

Отв. 1) х — 3, у = 2; 

2) х = 2, _у = 3. 

237. Помножим второе уравнение на 3 и сложим с первым. 
Получим (х-(-_у) 8 =1. Если ограничиться действительными 
решениями, то отсюда х-\-у=1. Заменяя во зтором урав¬ 
нении х-\-у через 1, имеем ху = — 2. Решаем систему 

Гх+У= 1, 

і ху — — 2. 

Отв. 1) х == 2, у = — 1; 

2 ) х = — 1, у— 2. 

238. Решается, как предыдущая задача. 

Отв. 1) х = 3, у = 2; 

2) х = 2, у — Ъ. 


239. Полагаем 

,1 е 1 

ВИД г +у = 5у. 


~~~ = г. Первое уравнение принимает 
Отсюда 2 — 5 и г=у, т. е. 


х + у 

х—у 


= 5 


х+у 


х—у 
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^ _ г. у 2 

Из уравнения х __у — 5 находим у — х. Решаем это 

уравнение совместно с заданным уравнением ху = 6. Таким 

л х + _У 1 

же образом используем уравнение ■ ^ ■ ■■ 


5*. 


Отв. 1) лс = 3, у — 2; 

2) х — — 3, у — — 2; 

3) х = Зг, у = — 2/; 

4) л: = — 3/; у = 2*. 


240. Исключаем из системы неизвестное г: второе урав¬ 
нение вычитаем из первого, умноженного на с, третье урав¬ 
нение вычитаем из второго, умноженного на с. Получим си¬ 
стему 


(с — а)х-\-(с — Ь)у = (с — еі), 
а (с — а) х + Ь (с — Ъ)у = й(с — й). 


Отсюда находим х и у. Аналогично находим г. 


Отв. X : 


(с — а)(Ь— а) . .. _ (а— а) (с —О ) . 


(С — а) ( Ь—а) ' 


(а — Ь) (с — Ь) • 


(Ь — а) (а — а) 
(Ь-с)(а-с) V 


241. Исключим сначала я; для этого: 1) второе уравнение 
умножим на 2 и прибавим к первому; 2) третье уравнение 
умножим на (— 2) и прибавим ко второму; 3) третье урав¬ 
нение умножим на (—3) и прибавим к четвёртому. Получим 
систему 

5л:— 4у 13г == 36, 

— 4*—Пу+ 9г = 1, 

— 5*— 13у-}~ 12,г = 5. 


Из этой системы исключим л:, предварительно вычитая из 
второго уравнения третье. Получим 

а) 5* — \у-\-\Ъг = ЪЪ\ 

б) х 4- 2у — Зг = — 4; 

в) — 5х —13у+12г = 5. 
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Складываем уравнения а) и в), а уравнение б) умножаем на 
5 и складываем с в). Получим 

/ —17у + 25г = 41, < — 17у + 25г = 41, 

| — Зу— За = — 15 ИЛИ 1 у + г = 5. 

Отсюда находим г = 3 и у = 2. Из уравнения б) находим а: 
и из третьего заданного уравнения находим и. 

Отв. х=1 ш , у = 2; г = 3; и = 4. 

242. Вычитаем из второго уравнения первое. Получим 
у-\-2г — 1. Отсюда у = 1 —2г. Подставляем это значение у 
в первое уравнение, находим х = г-\-Ъ. Подставляем най¬ 
денные значения х и у в третье уравнение, получим Зг а -{- 

2 

-)-г — 2 = 0. Корни его г х — и г 2 — — 1. Подставляя 

значения г в уравнения х = г3 и у = 1 — 2г, найдём по 
два значения для х к у. 

Отв. 1)* = у, у = — -д, г = -д ; 

2) х — 2, у = 3, г = — 1, 

243. Первое уравнение возводим в квадрат, второе — в 
куб и третье — в квадрат после переноса второго члена 
в правую часть уравнения. Получим систему 

іАх-\-у —Зг = — 3, 

І5.х-4-2у-4- г =1,5, 

[б*— у — г = 0. 

_ 9 6 33 

Отв. х — 58 , у 29' г ~ 29* 

244. Возводим первое уравнение в квадрат и вычитаем 
второе. Получаем ху 4- хгАгуг — 54. В силу третьего урав¬ 
нения можно заменить первые два слагаемых через 2уг, 
Получаем 3 уг = 54, т. е. 

уг = 18. (а) 

Теперь третье уравнение можно записать в виде ху -{- 
-{•хг = 2‘ 18, т. е. 


х (У + г ) = 36 » 


(б) 
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А так как первое уравнение имеет вид 

х-\~(у-\~г)= 13, (в) 

то из уравнений (б) и (в) можно найти х и у-\-г. Получаем: 
х = 9, I х = 4, 

у + г = 4 \у-\~ г —9. 

Чтобы найти у и г по отдельности, присоединим уравне¬ 
ние (а). Получим две системы: 

1) (у + г = 4, 2) Гу+г = 9, 

I уг — 18 И { уг — 18. 

Замечание. Прв возведении в квадрат первого уравнения 
возникает опасность появления лишних решений. Но если бы они 
появились, то удовлетворяли бы уравнению х+у + г = —13, что 
противоречило бы уравнению (в). 

Отв. 1) * = 9, у — 2-\-іУ \4, г —2 — іѴ \4\ 

2) х — 9, у— 2 — г У Гі, г=2-(-/1/І4; 

3) х = 4, у — 6, г = 3; 

4} х = 4, у = 3, г —6. 


245. Третье уравнение представим в виде 
г а — хг — уг-\-ху=. 2. 

Сложив его со вторым, получим 

г*-\-2ху = 49. (а) 

Отсюда г 2 = 49 — 2 ху. Подставляем это выражение з пер¬ 
вое уравнение. Получим (*-^.У) 2 = 49, т. е. я-{-у = :±;7. 
Положим сначала х-\~у = 7. 

Представим второе уравнение в виде 
ху-\-г{х-{-у) = 47 


49 — г 1 

и сюда подставим выражение ху = —^—» получаемое из 
(а), и значение я+у = 7. Получаем г 2 — 14г —45 == 0. От- 
сюда г, —5 и г % — 9. Если г = 5, то ху =—*—=12; 

49 _ г* * 

если же г = 9, то ху — — 2 — ^ — 16. Имеем две системы: 


1) |* + у = 7, 
\ ху= 12 


2) | х-\~у — 7, 

1 ху — — 16, 


и 
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каждая из которых имеет по два решения. Всего получаем 
четыре решения: 


1) х = 3, у — 4, а = 5; 

2) х== 4, у = Ъ, г = 5; 


3) х = 

7+^113 
"2 * У ~ 


4) х = 

7— У ТІЗ 
= 2 , У- 

_7+УШ . . 

— 2 9 * — 


Теперь положим х-\~у =— 7 и тем же способом найдём 
ешё четыре решения. 

Отв. 


1) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 

7) 

8 ) 


х = 3, у — 4, 2 = 5; 

х = 4, у = 3, г = 5; 

7 + ѴТІЗ _7- 

л о * У ~Г 


ѵш 


, г = 9; 


7-ТЛіЗ 7+^113 

л — 2 » .У — 2 » г — 

X = — 3, у— — 4, 2 = — 5; 

* = — 4, у = — 3, 2 = — 5; 

— 7+уіТз — 7 — т/ТГз 


—7— У113 .. -7+У11Э 

л 9 % У — 9 » * 1 


, г = 


— 9; 

— 9. 


246. Вычитаем сначала второе, а затем третье уравнение 


из первого. Получаем: 

(а 3 — $ 3 ) + (а 2 — Ь 2 ) х-\-(а — Ь)у = 0, (а) 

(а 3 — с 3 ) + (° 2 — с 2 ) х + (о — с) у — 0. (б) 

Сокращаем уравнение (а) на (а — Ь) и уравнение (б) на 
(а — с). Имеем: 

(с 2 4- йЬ 4- ь 2 ) 4- (й 4~ ^0 ^ 4" == о, (в) 

(й 2 4-йс 4- с 2 ) 4- (а 4* О х ~\-у = о. (г) 
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Вычитаем (г) из (в). Получаем 

( аЬ — ас + № — с 2 ) + (Ь — с) х = 0. 

Отсюда 

аЬ — яс + 6 4 — с* і и і _ ч 

х - ь — с - = — (а + о + с). 

Неизвестное у находим из (в) или из (г). Теперь по любому 
из данных уравнений найдём г, 

Отв. х = — (а + Ь + с),; 
у = аЬ 4- Ьс 4" се, 
г — — аЬс. 


247. Положим 
систему 


1 

УТ^л 


а; 



12я4~5т> = 5, 
8м 4- Юх» = 6. 


Получаем 


Её корни 



1 _ 4 

УТ^ГГ 4 



2_ 

5 ‘ 


Отсюда находим х—\7\ у — 6 . 
Отв. х = 17, у — 6 . 


248. В силу второго уравнения первое можно записать 
так: 10 — 2 Уху = 4. Отсюда ху — 9. Получаем систему 

[ яг 4-у = 10, 

1 ху = 9. 

Отое. 1) л; = 9, у = 1; 2) х— 1, у = 9. 


249. Полагаем 


У 


Злг 

X +У 


: г. Первое уравнение примет 


вид 


г — 24-7 = 0 . Отсюда 1, т. е. |/*— 1. 


Из 


последующего уравнения находим у = 2 л: и подставляем во 
второе уравнение. 

Отв. 1) х — 6, у = 12; 2) * =— 4,5, у = —9. 
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250. Первое уравнение приводится к виду У х 2 у 2 = 
в 2 К 17, откуда 

х 2 -\-у 2 = 136. (а) 

Второе уравнение возводим в квадрат; получим Ух 2 —У 2 = 
= 18 — х, откуда 

у 2 = 36а; — 324. (б) 

Это выражение подставляем в (а). Получаем * 2 + 36.ж — 
— 460 = 0. Отсюда находим л; = 10 и х = — 46. Подстав¬ 
ляя в (б), находим у. Получаем четыре пары решений; 

1) х = 10, у = 6; 3) х — — 46, у — 6 У55 і; 

2 ) л; = 10, у= — 6; 4) л: = — 46 , у — — 6 У 55/. 

Третья и четвёртая пары решений не годятся, так кац выра¬ 
жения Ух-\-у и Ух — у, где радикалы должны означать 
арифметические значения корня (в противном случае они не¬ 
определённы ввиду двузначности корня), не имеют смысла 
при комплексных значениях х-\-у и х — у. Первую и вто¬ 
рую пару решений следует проверить. 

О те. 1) х = 10, у = 6; 2Х х = 10, у — — 6. 

251. Система имеет смысл только при а> 0 (см. преды¬ 
дущее объяснение). Первое уравнение возводим в квадрат: 

Ух 2 — у 2 —8а — х. (а) 

Это выражение подставляем во второе уравнение; получаем 
У х 2 -\-у 2 = (У 41 — і— 5) а — х. (б) 

Возводим в квадрат уравнения (а) и (б): 

у 2 = — 64а 2 16ах, . (а') 

у 2 = (]ЛІ! 5) а а 2 — 2 (У 41 + 5) ах. (б') 

Исключая у из (а') и (б г ), получаем 

(130 + 10 /4І) а 2 = (26 + 2 /41) ах, 

откуда х = 5а. Из (а') находим у = ±: 4а и затем произво¬ 
дим проверку. 

Отв. 1) х = 5а, у = 4а; 2) х — 5а, у — — 4а. 
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25 2» Возв одим первое уравнение з квадрат; 2я а — 
— 2У х 4 — у 4 = у 2 . Подставляем сюда значение х* — у* = 
=144а 4 из второго уравнения. Получаем 

у а = 2х а —24а а . (а) 

Отсюда находим у* и подставляем во второе заданное урав¬ 
нение. Получаем 

х 4 — 3 2а*х* + 240а 4 = 0. 

Отсюда х = ^Г-У 20 а и х = ±У 12а. Из уравнения (а) на¬ 
ходим у. Для каждого из значений х = Дг 20 а имеем 
_у = ± 4а, а для каждого из значений х = ±У 12 а имеем 
у = 0. Проверка показывает, что из полученных шести пар 
решений одни являются лишними при а > 0, другие же 
являются лишними при а < 0. Возьмём, например, пару решений 
х = У 20 а, у = 4а. Подставляя в первое уравнение, мы нахо¬ 
дим І^Зба 2 — У4а % — 4а, т. е. 6|а| — 2|а| = 4а. Это ра¬ 
венство является тождеством при а^-0, но оно не верно 
при а < 0. 

Отв. При а^> 0 решения будут: 

1) х = 1^20 а, у — 4а; 2) х —— У~20а, у —4а ; 

3) х = Уі2а, у = 0; 4) л; =— ]Лі2а, у — 0. 

При а < 0 решения будут: 

5) х = У 20 а, у — — 4а; 6) х — — У 20 а, у — — 4а. 

253. Перзый способ. Из второго уравнения находим 
х-\-у= 14 — Уху. Возводим в квадрат; получаем 

х 2 + У + 2ху — 196 4- ху — 28 Уху, 

откуда 

* а + у а + ху — 196 — 28 У ху. 

В силу первого уравнения имеем 84 = 196 — 28 У ху. Отсюда 
находим у хѵ — 4, т. е. *у=16. Подставляя во второе 
уравнение значение Уху = 4, находим х 4-у — 10. Решаем 
систему 

Г* + *=Ю. 

\ ху= 16. 
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Второй способ. Левую часть первого уравнения раз¬ 
лагаем на множители: 

х 2 -(- ху -Ьу 2 = (х у) 2 — (Уху)* =» 

= (* + У 4- Ѵ*у) (* + У —■ Ѵ~ху) = 84. 

Отсюда в силу второго уравнения получаем 

14 (* + у — Уху) = 84, 

т. е. х-\~у—]^ху = 6. Из системы 

| х+у — Уху = б; 

I х-{~у-{~Уху= 14 

можно найти я+у и У ху. 

Отв. 1) х — 2, у — 8; 

2 ) х = 8, у — 2. 


253а. Из первого уравнения 


х — т 

находим у = г + ' /пУ . из 


второго у = 


чаем 


дг — /и 
1 4-/ИДГ 


2 +а: 

1 +лг ’ 
2 + * 
1 +* 


приравняв эти два выражения, полу- 
; отсюда имеем уравнение 


т) х 2 -\~(2 т) х -\-(2 — т) = 0. 


Это уравнение имеет действительные корни при условии 
(2 +от) 2 — 4(1+/я)(2 — от)>0. 

После упрощения левой части получим 5 т 2 — 4 >- 0, откуда 
2 

\т . При этом условии л: имеет действительные зна¬ 
чения, значит, действительные значения имеет и у — - т~г— • 


2 
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ГЛАВА 4 

ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ И ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ 


Предварительные замечания 


На вступительных экзаменах нередко предлагается решить 
уразнение, содержащее логарифмы по различным основаниям 
(см., например, задачи 267, 268, 309—313). Для их реше¬ 
ния может оказаться удобным привести все логарифмы 
к одному основанию. Но соответствующие формулы не даются 
в средней школе. Поэтому мы приведём их с необходимыми 
пояснениями. 

1. Формула 


позволяет поменять ролями основание логарифма и число. 
Пример. 

10е82= 15^Г = 3- 


Пояснение. По определению логарифма 1о§ 2 8 есть 
показатель степени, в которую надо возвести 2, чтобы по¬ 
лучить 8. Таким образом, запись 1о§ а 8 = 3 есть лишь иная 
форма записи 2 3 = 8. Но последнее равенство можно запи- 

сать ещё так: ]/8 = 2, т. е. 8 3 =2. Стало быть, 
1 ое г о2_== -д-. 

Вообще равенство а а — Ь можно ваписать ещё так: 

#*=а. Первое равенство означает, что 1о§ 0 Ь — х, а вто¬ 
рое, — что 1 о§ 6 а — -і- , откуда и следует формула (а). 

2. Формула (а) есть частный случай более общей формулы 


1од 0 Л/ 


Ю&> N 
І 08 ь а ' 


(б) 


выражающей следующий важный факт: зная логарифмы раз¬ 
личных чисел по основанию Ь, можно найти логарифмы тех же 
чисел по основанию а; для этого достаточно выполнить де¬ 
ление на Іо% ь а (т. е. на логарифм нового основания по ста- 
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рому). Вместо деления на І02 ь а можно [в силу (а)] выпол« 
нить умножение на Іо ё а Ь- 


1 о? 0 Л/==1ое 0 6 • 1ое ь М (в) 


Множитель 1о§ 0 6 называется модулем перехода (от си¬ 
стемы логарифмов с основанием Ь к системе с основанием о). 

Пример. Имея таблицу десятичных логарифмов, можно 
составить таблицу логарифмов по основанию 2. Для этого 
достаточно выполнить деление на 1^2 = 0,3010 или умноже¬ 
ние на 1 о2 2 10 = озщ- = 3,322. Так, 


ІО&2 3 


1|[3 

>82 


0,4771 

0,3010 


1,585. 


Пояснение. По определению логарифма имеем 2 |< ** 3 = 3. 
Прологарифмируем это равенство по основанию 10. Получаем 

1о§ 2 3 • 2 = 3, откуда Іо^з 3 = . Таким же образом 

из тождества а‘° е а я =Ы, логарифмируя по основанию Ь, по¬ 
лучим формулу (б). 

Чтобы не спутаться в обозначениях, полезно для проверки 
применить следующий приём: вместо выражения Іо % а Ь напи¬ 
шем дробь (разумеется, эти выражения не равны между 

собой); аналогично поступим с выражениями 1о§ 6 а, \о% а N и 
т. д. Тогда вместо формул (а), (б), (в) получим другие, но 
тоже верные, формулы. Так, вместо (в) получим 

N Ь N 

а а ' ь', 


254. Первый способ. 


*= 10 . ю а 


( 4 * 9-12 2 ) 


10 . 10^9-218:2= 10 . 


10 


4 


і§ — д 

Согласно определению, логарифма 10 4 =-^-, х поэтому 

Л- = 10 • -^ = 22,5. 

4 

О те. х — 22,5. 


13 Зак. 949 Сборник задач 
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Второй способ. Логарифмируя, будем иметь 

1&л: = І2 + —1§2)і§ 100, 

или 

1 е х = 1§10 + 1 ё 9 — 21§2 = 1§^. 

Отв. х = 22,5. 

255. Как в задаче 254, будем иметь 

10 - 0: 

і^ = і- 2 ] § 4 = ] ё ? г; х =у%- 
Отв. х = 5. 

256. Поступая, как в предыдущих задачах, будем иметь 

1 ё^ = 4'( 2 + ^ 1ё 16 ) ' ё 10== 1 16==1§ ( 10 ^ 16 )* 

х= ЮуПб. 

Отв. х = 20. 

257. Обозначим у = 49 1 ~ І0 ^ 2 , а г = 5 ~ І0 ^; тогда 

х = у + г. 

Как прежде, находим, что 1 о§ 7 _у = (1 — 1 о & 7 2) 1о§ 7 49, или 

1о§ 7 ^ = (1о § 7 7 — 1о § 7 2)2 = 2 1 о§ 7 у = 1о § 7 

49 I 

откуда у=—\ аналогично найдём, что «■ = —. Следова- 

25 

тельно, х — . 

Отв. х = Щ % 

258. Имеем 1ое 4 1ое 3 1ое 2 ,х = 1о§ 4 1, откуда 1о ^ 3 То ^ 2 лг = 1; 
\о% ч х=*Ъ. 

Отв. х = 8. 
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259. Аналогично решению предыдущей задачи имеем 

1 -Но& 6 [1 +1о§ 0 (1 -Н08р*)1 = і; 

Іо&ь [ 1 + )ое 0 (1 + 1о§ р ДГ)1 = 0; 

далее 

1 + Іо§ 0 (1 + 1од р х) = 1; !о§ 0 (1 + 1ое р х) = 0; 

1 + 1 °ер* = 1. 1о§ р л: = 0; х=1. 

Отв. х = 1. 

260. Выражение в фигурных скобках должно быть поло¬ 
жительным числом, так как отрицательное число не имеет 
(действительного) логарифма при основании 4. Поэтому, пе¬ 
реписав данное уравнение в виде 

2 Іова П +1ов я (1 + 3 Ю^*)] = 4^ = У 4, 

мы должны взять только положительное значение У 4, т. е. 2. 
Применяя аналогичные преобразования повторно, получим 
далее 

іое 3 1 1 4- І0 е 2 (і 4- з іое а *)] == і . 1 4- 'ое 2 (і4-з іод 2 х) = з, 

1од 2 0 4" 31ое 2 л) = 2; 

следовательно, 1 + 3 1о§ 2 х — 4, 1оё 2 * = 1. 

Отв. х — 2. 

261. Данное уравнение представим в виде 

1од 2 (^+ 14)(* + 2) = 6, или (д: + 14) (* + 2) = 2 е = 64, 

откуда имеем х 2 +16д: — 36 = 0, х г —2, х 2 = —18. Вто¬ 
рой корень не годится, так как в левую часть входят выраже¬ 
ния 1о§ 2 (*+ 14) и 1од; 2 (* + 2), которые при отрицательном х 
не имеют действительного значения. 

Отв. х = 2. 

262. Представим данное уравнение в виде 

^ (У 4 - 5 ) * °.° 2 1 = 0 ; 

отсюда 

_у(_у + 5) • 0,02= 1 или _у 2 + 5_у— 50 = 0; 

получим два корня _у, = 5, у 2 = — Ю. Второй корень не го¬ 
дится (см. предыдущее решение). 

Отв. у = 5. 
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263. Имеем 

1 е (35 — лс а > = 31е С5—X) или 1е(35 — д;8)г=1(г(5 — х) 8 ; 
следовательно, 

35—х 8 = (5— х) 8 или х 2 —5х-{-6 = 0. 

Ота. х, =2, х в = 3. 


264. Преобразуя выражение в квадратных скобках, получим 
и (Зй— 6)(й 2 + й6)-і Ь (а — *)*, 

0 Ь -* “йій + Ь)* 

Тогда заданное уравнение примет вид 

‘-Не*-у '8 

Применяя в правой части теорему о логарифме произведения 
(и дроби), получим 

і -Не ■* = >е («— Ь )— і ць. 

Заменяя единицу через 1§ 10, перепишем уравнение в виде 

а — Ь 


іё ю + іех = іе(й— Ь)— 1§ ь, или 1§(Юх) = ] 

а — Ь 

Ь • 

а—Ь \ 

10* * 


отсюда 10х = ■ 

О те. х == '• 

265. Данное уравнение можно представить в виде 

потенцируя, находим 

*- тЬ“/ Т +?Ѵ ^ 1 


или 


откуда 


X — 


Уі — й 


= ѴТ^а, 




Ота. х — 


ѴТ=Га‘ 


х 
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266. Данное уравнение можно иначе ваписать так: 
у іое в 5 + іое» 5 4 іое» х — 2,25 = (~ іое, б)\- 

так как Іод^ х = 1, то после упрощений получим 
1°8| 5 — 6 !од г 545 = 0. 

Решая квадратное уравнение (с неизвестным Іод.,.5), находим 
два корня: 1од; я) 5 = 5 и І02 л 5= 1. 

5 

Ота. Хі = у 5: , х% = 5. 

267. Первый способ. Положив І02 1С х — г, имеем 
х — 16 г , отсюда 

Ю(У 4 х = г іоё 4 16 = 2г и 1о^ 2 .ѵ = гІ02 2 16 = 4г. 

Данное уравнение примет вид 2-\-2г-\-І2 = 7, т. е. г=1. 

Второй способ. Приведём все логарифмы к основа¬ 
нию 2. По формуле (б) (стр. 192) находим: Іо^ 4 х — І^~ = 

= - д 2 * . аналогично Іод; 16 .ѵ = Получаем уравнение 

і ! \ 

^ !ое а * 4 2 1о &2 х -г ] оё 2 * = 7, откуда Іод 2 * = 4. 

Отв. х = 16. 

268. Решается, как предыдущая. 

Ота. х — а. 

269. Перепишем данное уравнение в виде 

(тГЧтГ* 

откуда 3* — 7 — 3 — 7х. 

Ота. де = 1. 

270. Представим заданное уравнение в виде 

7 . з» + 1 — з®+4 — 5®+2 — бж+л. 

Вынося за скобку 3 я и 5®, будем иметь 

3®(7 • 3 — З 4 ) = 5®(5 2 — 5 3 ), или = 

откуда х — — 1. 

Отв. х — — 1. 
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271. Перепишем ваданное уравнение в виде 


2 _ 8 . 2 « а ) - в в = |_ 1 | или 2**- 9 = 2 й 

Отсюда имеем 


6 

— X 


Ах — 9 = -д- х. 


От. х = 6, 


272. Заданное уравнение можно ваписать такт 
2 - 0 .2*8+ 2 = 2“ в , или 2 ~ х '‘ +2х+і = 2 ~ й . 

Следовательно, — X й 2х + 2 == — 6. 

Отв. х х = 4; лг в = — 2. 

273. Представим заданное уравнение в виде 

5<а)+5) 7(Ж+П) 

2 = 2 -8 • 2 ®~ 3 ; 

отсюда имеем 

5 (* + 5 ) „ , 7(х+\7) 

' х — 7 - х — 3 • 

О та. х = 10. 


ІІІ ~ 21 й 2 
«8» ЗІР 
можно переписать так: 


274. Так как 


2_ 

3 ' 


Следовательно, 
Отв . х = 2, 


' 2 \ 2 ® /2 Ѵі - ®) 3 

2 *+з;а—*) 


то заданное уравнение 


2 

,3 ' 

= 1 . 


275. Представим ваданное уравнение в виде 


( і+ 22Е±*Л _і_ 

I ьѴх )Ѵх-ѵ 




приравнивая показатели, находим 

- — = 2, или 2 л; —5/* —3 = 0. 

Ѵ1(Ѵх-и 
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Введём обозначение ^ х = г\ тогда будем иметь 

2г 2 — 5г — 3 = 0, откуда г х = 3, г 2 =— 

Но второй корень не годится, так как величина г (она пред¬ 
ставляет арифметическое значение корня ] Гх) должна быть 
положительной-. Итак, имеем г = Ух. Отсюда х — 9. 

Ота. х = 9. 

276. Заданное уравнение можно представить в виде 

, Ѵ'аГ+З 4 

1+-—г ■ _ ■ ■ 

2 ъѴсо 2 Усо—і 

Следовательно, 

1 I Ѵ~* + 3 . - * 

^ 2 УТ Ѵх-\* 

откуда имеем 3* — 8 \Сх — 3 = 0. Обозначив х=г> будем 
иметь За 2 — Вг — 3 = 0; г 1 = 3; г 2 = — -і; второй корень 

г 9 =-^ не годится (см. решение задачи 275). Следовательно, 

О 

х — 9. 

Ота. х = 9. 


277. Данное уравнение можно записать так: 
Следовательно, 


3 г+о- 1 1 


а хі - 1 2^-2 * = а 0 , 
3,1 1 


1 1 2 х — 2 


= 0 . 


После упрощений получаем х 2 — 2х — 15 = 0. 

Отв. х 1 = 5; х 9 — — 3. 

278*. Пользуясь формулой (а) (стр. 192), получим 
3 , 1 


или 


Ю 8 .* + 21оь.- г 2 ( 1оь ,_^ 1оь ^ 

-§-и,—! = 2. 


; 2, 


1 + 21ое л а 


2 — Ю&в а 
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Решаем относительно 1о§ ж а и получаем 

7 + У 49 — 48 7±1 

1о е»о— ~ 8 - ^~8~ 


і 

Отв. х л =а\ х : 2 = а». 


279. По формуле (б) (стр. 192) найдём 


>0^2 


1024 х 


1 

21084-^* 


Тогда данное уравнение примет вид Іо^Дл;-}- 12) = 21о§ 4 х, 
откуда «-}-12 = * а . Берём только положительный корень 
х = 4; при отрицательном х выражение Іо^ 2 не имеет дей« 
ствительного значения. 

Отв. х = 4. 


280*. Данное уравнение запишем так: 

(1о§ л .5 4-2)1ое^= 1. 

Так как 5 = [р ^ - , то получаем уравнение 


(Ёг+ 2 )'°й л: = 1 - 


Решив его относительно 1од^ 5 лг, найдём 
(іо^б ={и 0°8»*Ѵ 
Отв. х х — УЪ\ х 3 = -^.' 


- 1 . 


281. Левая часть уравнения есть сумма др+1 членов 
геометрической прогрессии, а потому (в случае а Ф 1) имеем 

Ц=^ = (1 + а) (1+ а а ) (1+ в*) (1 + а«). 


или 


или 


1 _да,+1 _ (! _а)(1 + а)(1 4-а а )(1 + а 4 )(1 -[-й**). 


1 — а®* 1 — 1 — а 1в , 

откуда а я,+1 = а 1в ; лг + 1 = 16; лг = 15. При а= 1 общая 
формула суммы членов геометрической прогрессии неприме- 
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нима. В этом случае .левая часть данного уравнения есть 
сумма х 1 слагаемых, каждое из которых равно 1, так что 
уравнение принимает вид *-}-1 = 16, и мы снова имеем 
х = 15. 

Ош. х — 15. 


282. Данное уравнение перепишем в виде 


откуда 


52+1+6 + ...+2Ж _ 556^ 


24 —6 —- -4-2л:=56, или 1 —}-2-{-3—}— , .. —}-лг = 28. 


Левая часть уравнения есть сумма членов арифметической 
прогрессии. Поэтому получаем уравнение 


(1 + х) х 
2 


28, 


откуда я 1 = 7, х % — — 8. Второй корень не годится, так как 
по смыслу задачи число х должно быть целым положи¬ 
тельным. 

Отв. х — 7. 


283 . Заданное уравнение перепишем в виде 

2 2х 2- і —П- 2°°2- і +\ = 0 . 

Обозначая 2®== г, получим 

г 2 — 172+ 16 = 0; г х — 16; г 2 = 1, 

откуда ^ = 4; * 2 = 0. 

Отв. — 4; = 0. 

284 . Аналогично предыдущей задаче, полагая 4® = г, 
будем иметь 2г 2 — 17г 4-8 = 0. 

л 3 1 

Отв. *! = ту; х% =— у. 

285 . Полагая 9® = г, получим уравнение 

З* 2 — 10г + 3—'0. 

Отв. х 1 = 2; х% — — 2. 



202 


ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ 


286 


286. Логарифмируя данное уравнение (по основанию 10), 
получаем 

х — ] б х ~і~ или + — 4 = 0, 

откуда == 1! 1(? *2 = — 4. 

Отв. лс г = 10, л 2 = 0,0001. 


287. Преобразуем данное уравнение так, чтобы каждая 
его часть представляла логарифм некоторого выражения. Для 
этого вместо 1 в левой части уравнения напишем 1§ 10. 
Теперь данное уравнение можно записать в виде 


1б 


і^2 Ѵх — 1 , Ѵ2 Ѵх ~* + 2 

- • = !?-— 


10 


2 * 


Из равенства логарифмов следует равенство чисел, т. е. 
4 -і 2 Ѵ»__і Ѵ2 Ѵх ~ і + 2 

Іо = 4 * 


После упрощений получаем уравнение 

Ух 

2>^_5 • 2 * —24 = 0. 


( Ух 

Так как 2 Ѵх = \2 2 / , то, введя обозначение 2 2 = г, 
мы будем иметь г 2 — 5г — 24 = 0. 

Корни этого уравнения г ѵ = 8 и г і — — 3. Взяв г х = 8, 

— у— 

получаем уравнение 2 2 = 8, из которого находим = 3, 

т. е. х = 36. Второй корень г — — 3 приведёт к уравнению 

ѵъ 

2 2 = — 3, которое не имеет решений (никакая степень 
положительного числа 2 не может быть отрицательным числом). 
Отв. х = 36. 


288. Последовательно находим (см. решение предыдущей 
задачи): 

2 іе й.4- 'б (б 1 " 7 + 1) ■= іе (б 1 - 1 ^ + 5), 

‘б [(у)Ѵ* + 1)] = 1? (5‘-^ 4- 5 ); 
1(5^4-1) = 5 1 -Т5 + 5. 
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После упрощения получим 

52 Ѵ~х —— 124 • 5^ — 125 =0, 

откуда 5^=125, или 5*^® =— 1. Второе уравнение не 
имеет решений; первое даёт }Лх = 3; х = 9. 

Отв. х — 9. 

289. Представим данное уравнение в виде 

5'8 ® 518 ®-1 __ 3 І 8 ®+1 _[_ 318 *- 1 . 

Вынося за скобку 5 1 ®® и 3'®*, будем иметь 

5 1 ® * (1 _[. 5- 1 ) = З 1 ® * (3 + З- 1 ), 
или 

5 1 ®® _ 25, /5\' 8 ®_/'5\ 3 

3'®®“ 9 ’ \3/ “Ы * 

откуда х = 2. 

Отв. х = 100. 

290. Логарифмируя при основании 10, получим 

21§г**— І.бі^ 2 * =у. 

Это биквадратное уравнение (относительно 1§[ х) имеет два 
действительных корня: 1§гх=1 и 1 ^* =— 1; следова- - 
тельно, х^ = 10, х 3 = 0,1. 

Отв. лс г = 10; лс а = 0,1. 

291. Потенцируя, получим 

64 у2*'~ Ых =1, или 2^- 40я = (і) 24 , 

т. е. 2 00 *~ ІОх = 2~ 6 24 ; отсюда х 2 — 40л; 144 = 0. 

Отв. х 1 = 36, Ху — 4. 

292. Согласно определению логарифма данное уравнение 
равносильно уравнению 9 — 2 я ’ = 2 3-а ’, или 9 — 2* = -^, 

откуда 2 2л — 9 «2® +8 = 0. Решая это уравнение (квадрат¬ 
ное относительно 2 х ), находим 

х г = 3; х 3 = 0. 

Отв. = 3; х 3 — 0. 
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293. Как в задаче 288, получим 

2(4 а ’" а 4-9)= 10(2 а ’- а 4-1), 

Заметив, что 

__ 2® 2~ г = -і- • 2*. а 4®~ г = 4 Я 4~ 2 = 1 4 я , 
получим уравнение 

г 2 ®—20.2*4-64 = 0, 

откуда, как в предыдущей задаче, найдем х х = 4; х 9 = 2. 
Ошв. х х — 4; х в = 2. 

294. Последний член удобно перенести в правую часть. 

1 + — — 

Затем, как в задаче 288, получим 4 • 3 = 3® + 27. За- 

метив, что 3 = 3 • З 2 ®, получим уравнение 

12.З 2 * = 3® + 27. 

- і / !Л* 

Полагая З 2 ® = а, будем иметь 3® = \Ъ - Х ), так что полу¬ 
чим уравнение г 2 —12а + 27 = 0; корни его а, = 9; г % — 3. 

Ожз. * 9 = -^г. 

295. Потенцируя (ср. решение задачи 288), будем иметь 

дУ&Е+І _2 4 ~^ 4 ®+ 1 |/іб 

■ і і ■ од — - р 

100 Ѵ+Ч.І& 

это уравнение можно представить в виде 

1 (-хѴШ+1^ ^ \ 2 

100 \ 2 ѴШі) 

Освобождаясь ох знаменателя, получаем 

6ѴЧ2+Т — 16 = 200, т. е. = 6 Э , 

откуда х = 2. 

Отв. х = 2. 
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296. Представим данное уравнение в виде 

41§; 2 + 21§; (х — 3) = І§; (7х + 1) +1? (х — 6) 3; 

потенцируя, находим: 

2 4 (л: — З) 2 == 3 (7л: !)(* — 6). 

Корни этого квадратного уравнения суть лг г = 9; х% = —3,6. 
Второй корень не годится, так какой даёт х — 3 = — 6,6, 
значит, выражение — 3) не имеет действительного зна¬ 
чения [то же можно сказать и о выражениях ( 7х —{— 1) и 
1§Г Саг — 6)1. 

Отв. х = 9. 

297. Правую часть представим в виде 

- Іов 6 (0,2 — 0,2 • 5 Ж “ 3 ) = - !ое 6 0,2 — 1о2 6 (1 — б 1 " 3 ). 

Слагаемое (х — 3) представим в виде Іо^б® -3 , После пере¬ 
носа членов получим уравнение 

іоіб 120 + 1оі & б* -3 + 1ое 5 0,2 ; 


= 210 ^( 1 — 5 ^ — 1023(1 - 5 я - 3 ), 


или 


120 • 0,2 


5 Т_3 = 1 


г*-:3 


Отв. х = 1. 

298. Заданные уравнения можно представить в виде 

/ 2 6л? * 3 2 4у+4 
{ ' 4г/+2 

"'{ 5 1+3, - ѵ = 5~. 

Приравнивая показатели степени, получаем систему 
( 6х — 4_у = 1, 

і х — 3_у = 0. 

„ 3 1 

Отв. х = ц\ У = ц- 

299. Потенцируя первое уравнение, получим систему урав¬ 
нений 

[ ху= 1, 

[ х + У = Т . 


Отв. х г = 3, у 1 =-^; х^ — ~ 
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800. В алгебре обычно рассматриваются только логарифмы 
положительных чисел при положительных основаниях; иначе 
число может не иметь (действительного) логарифма. Поэтому 
будем считать, что известные величины а и Ь (основания лога¬ 
рифмов) положительны; неизвестные величины х, у («числа») 
также должны быть положительными. 

Потенцируя, находим 

ху — я 2 , у = Ь*. 

Эта система имеет два решения: 

1 )* = яі а , у = 

2) х = — аЪ\ у = — 1. 

Но второе решение не годится, так как при положительных 
значениях а, Ь оно даёт отрицательные значения х и у. 

От. х = а№; у = 


301. Потенцируя, получим систему 


х 2 +У* 

10 


= 13, 


х+У 

х—у 


= 8 ; 


7 

из второго уравнения у = у х; подставляя в первое уравне¬ 
ние, будем иметь два решения: 

1) х л — 9, Ух — 7; 2) лг а — — 9, у$ =— 7. 

Второе решение не годится, так как тогда х -\-у < 0 и 
х — у<0 (см. решение задачи 300). 

О те. х — 9; у = 7. 


Эта 


302. Потенцируя, будем иметь 

Г х—у = ху, 

I х+У= 1 . 

система имеет два решения: 




-1+У5 
2 ' 
— 1 — уг 


У\ — 


з-ѴТ 

2 

з+ут 

2 
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При первом решении имеем 

х—у — ху =— 2-\~У5 >0. 

При втором получаем 

х — у — ху — — 2 — Ѵъ <0. 

Второе решение не годится, так как основание логарифмов ху 
должно быть положительным (см. вадачу 300). 


Отв. 


+ Ѵ~5 . 


-2- ’• 2 

303. Потенцируя, получим систему 

. і х а 2 . ,, 

1 + 7=7 : ху = ь\ 
или 

( х-\-у=*а\ 

I ху = Ь*. 

Эта система имеет даа решения: 

а* + У а* — 46* 

2 


3 — УТ 


1) 

2 ) 


а 2 — у а і-.іьу 

Уі = -§-’ 


__ а 2 — У а* — 4М 


2 » ЗѴ 2 

Считая данные величины а и Ь положительными (как основа¬ 
ния логарифмов), мы должны различать два случая: 

1) а 4 < 4А 4 , т. е. а<У2Ъ и 2) Д 4 >-4А 4 , 

т. е. о>/2*А. В первом случае система не имеет решения, 
так как л: и у — мнимые числа. Во втором случае х и у не 
только действительны, но и положительны, так как и сумма 
х-\-у=-сР, и произведение ху = Ь к положительны. 

ош. х ^±±ѵѵЕЕ.. 

304. Потенцируя первое уравнение, получим систему 
Г 4ху = 9о 2 , 

1 х + у = 5а. 

Оба ей решения годны. 

п , ч а 9 9 а 

Отв. 1) х 1 ==-^-, у^-а\ 2) х ъ = -^а, У а = у 


а 2 + У а 4 — 46* 
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805. Так как во втором уравнении неизвестные хну 
входят под внаком логарифма, то оба они положительны (если 
решение существует). Что касается величины а, то она может 
быть и отрицательной (ибо под знаком логарифма стоит поло* 
жительное число а*). Однако в этом случае вместо равенства 
Ід (да) _ 2 Ід а надо написать 1§ (а 2 ) = 2 | а |. Для краткости 

обозначим = \%у = У; 1&|« І — А. Логарифмируя пер¬ 

вое уравнение заданной системы, получим систему 

Х+Ѵ = 2А, А^+Т 8 *» 10>» 2 . 

Бозвышая первое уравнение в квадрат и вычитая второе, 
получим — ЭЛ 2 , так что имеем равносильную систему 

= 2А; ХУ^ — ЗА*. 

Следовательно, Хи У— корни уравнения г 2 — 2Аг — ЗА* = 0. 
Значит, одно решение есть X = ЗА, У =« — А, т. е. х = | а | а . 

Другое решение: х*=±-, у = \аІ*. 

Проверка показывает, что оба решения годятся. 

Оям. —|в|*, л — *•“ — 1 в 1“* 

806*. Из второго уравнения имеем у — я = (|/2)« = 4. 
Слеаователыю, у = х 4. Подставив в первое уравнение, 
получим З а ’-2® +4 =а576, или 6®» 2 4 = 576. 

Отв. лг = 2; у = 6. 


307. Данную систему можно ваписать так: 

ху = а, 

(у)'-*- 


1(і 


Так как оба числа хну должны быть положительными, го 
получаем систему 


ху 


X 

У 


а 

Ѵ~ь, 


Отв. 


х =е У а У Ь; 
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308. Данную систему можно записать в виде 

І0 2о* + 4’ І0 2о.У ==8 Т> у 1 ° 2 ь*"Н°&,- у=== Т* 

откуда 

— -і 1 

х]^у = а г , УИу = Ь г . 

я в я в 

Перемножая эти уравнения, будем иметь х 2 у 2 —а 2 Ь 2 , 
или ху = аЬ. Последнее уравнение делим на каждое из пре¬ 
дыдущих. 

„ а® Ь 2 

О те. х= , у = -. 

309. Решение аналогично предыдущему. 

Отв. х = аУ1Р\ у =— 

ьуь 

310. Пользуясь формулой (а) (стр. 192), эапишем первое 
уравнение так: 

'о?, й + ТЗІ777 = 2 * 0ТК У да ,0 8» я — 1. 

т. е. и = ѵ. Подставляя во второе уравнение, будем иметь 
и® + я—12 = 0. Годится только положительное решение 
(см. решение вадачи 300). 

Отв. а = ѵ = 3. 

311. Обозначим у а — а; тогда 

X 

а = и 2 
и 

1о2 * Ѵ"а = 1ое„ и 2 = 4 1 

У а * 

аналогично 

Следовательно, второе уравнение можно записать так: 


X 


У 


а 
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Получаем систему 


л® ху —_у® = а 9 , 
2 я 


х+у = 


Уз" 


( 1 ) 

( 2 ) 


равносильную данной. Возведем уравнение (2) в квадрат. 
Получим 

* 8 + 2 ху 4 -у! = і|і. (2а) 

Вычитая (1) из (2а), найдём 


я» ч 


Мы приходим к системе 


х+у. 


2а 

уг 

I 

Х У = -г- 


Она имеет единственное решение 


( 2 ) 

( 3 ) 


х- 


іу “ТТ- 


Замечание. При возведении какого-либо уравнения в квадрат 
мы можем получить лишние решения. Так и есть в данном случае: 
уравнение (2а) имеет лишние решения по сравнению с (2). Например, 

значения х *= у = -— удовлетворяют уравнению (2а), но не удовле- 

У 3 

творяют уравнению (2). Иными словами, уравнение дг 2 +2 ху+у* = —тр 


не равносильно уравнению х +.у = 


2я 


Уз 


; оно равносильно двум 


. 2а , 2а „ 

уравнениям: дг -\-у и =* ем не менее данная 

/у2 


2 а 


система и система уравнений х-\-у — х ^' 


равносиль< 


ны, потому что в последнюю систему входит уравнение дс + у -^=, . 


2а 

уГ ! 


и тем самым исключается возможность равенства х-{-у = — 


2а 

уз 
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при а Ф 0 (при я = О уравнения х -\-у > 


2я 


и х+у-- 


2а 


уз 1 ' уз 

совпадают). 

Но если бы мы взяли не систему (2)—(3), а систему (1)—(3), 
т. е. систему 

х'- + ху+у*=>а*. (1) 


я» 

*У- Т' 


( 3 ) 


то она не была бы равносильна данной. Действительно, кроме ре¬ 
шения х=.у=—= она имела бы ещё решение * = у =—уу* 

Поэтому в случаях, когда мы возводим одно илн несколько 
уравнений в квадрат, всегда необходимо либо исследовать вопрос 
о равносильности, либо с помощью подстановки проверить, какие 
решения годятся, а какие нет. 

Отз. X = у = — 

' уз 


312. Принимая во внимание формулу (б) на стр. 192, 
будем иметь 1о§ 4 х = Іо^ х; вследствие этого первое урав¬ 
нение приводится к виду х=у 3 . Решаем систему 
Г * = 

I х а — 5у 2 -|-4 = 0. 

Отв. х, = 4, у х = 2; х 2 = I, у 2 = 1. 


313. С помощью формулы (б) на стр. 192, данную си¬ 
стему можно ваписать в виде 

* + у 1 °В»У + -у Іое* г = 2, 

■ 5 02 8 ^+^-1о2 3 г + -2-1оё 3 лг=2, 
к ’ое* * + і ] °ёі х + ъ Іоёі У = 2. 

Потенцируя, находим 

х = 4, 

у У"гх — 9, (а) 

гУ ху = 16. 
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Перемножая все уравнения (а), получим 
{хуг) 2 — 4 • 9 • 16, 

откуда 

хуг — 24 (б) 

(берём арифметическое значение корня, так как по смыслу 
данных уравнений х, у, г должны быть положительны). Воз¬ 
водим каждое из уравнений (а) в квадрат и делим на (б). 

г, 2 27 32 

Отв. * = у. ^ = г== ~Г‘ 

Х-У 

314. Из первого уравнения находим х-{-у = 2 0в ~ у 3 2 » 
з из второго х-\-у = Ъ*2 х ~У % следовательно, 

я-у 

3 2 =3 или - ь --= 1. 


Значит, х-{-у = 3 • 2 2 = 12. 

Отв. х == 7; у = 5. 

315. Заданная система приводится к следующей: 

*+У. — 7 х 2 _ ѵ 2 = 40 

10 х* х у 

Разделив второе уравнение на первое, получим х —ут = -у. 
Решив систему 

, 70 4л: 

х-\-у — — и х — у = -у, 

будем иметь х х = 7, у г = 3; х 2 =— 7, _у 2 =— 3. Корни 
х 2 , у 2 не удовлетворяют второму уравнению заданной 
системы, так как числа х 2 -{-ут а и х 2 — у 2 отрицательны. 
Отв. х — 7; у = Ъ. 

816. Представим данную систему в виде 


а® 5 з^. ѵ . 2 ~ 2 г/ 

2»=2 », 3^=3 


Отсюда получаем 


— = 5 -І-— х =1 I 2 ~ 2 - у , 
у ^ 1 у у 
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Введём обозначение — — Р, тогда из первого уравнения 

I х 

будем иметь 2/ 3 — 5 (—3 = 0; /, = 3, ^ =— д, т. е. — = 3 

X 1 

или — = — д. Отсюда находим выражения х — Ъу и 
х = — — у; подставляя их во второе уравнение, найдём 
— 2, У, = 4; Х 2 = д , у 9 = д . 

Ошв. X) = 2, у^ =8 4, Хд д, у 8 = д • 

317. Данная система приводится к следующей: 

( 2х _ _§У__с 

| З' х 
I х+у = 2. 

Из первого уравнения (см. решение вадачи 316) находим 

х х \ 3 

— = 3 или — = — д. Второе уравнение даёт аг, = —. 

у, == д; х а = — 2, у 2 = 4. Значения х 8 , у а не подходят. 

„ 3 I 

Ота. х = д, у —д. 

318. Данная система приводится к следующей: 

| /^ = 4 —/х, 

\ 2Ѵ г ху = 3 4- Vу. 

Введя обозначения Ѵ~х = к; /у = г», получим иг» = 4 — я; 
2уу = 3-|-г>. 

Ота. х, = 4, у, = 1; х 8 — 1, у 8 == 9. 

319. Перепишем данную систему в виде 

ау = х*\ Ьх = у?. 

Так как х и у должны быть положительными (как основания 
логарифмов), то исходная система может иметь решения лишь 
при положительных вначениях а и Ь. Из первого уравнения 

ХР' 

найдём у = -д-» подставляя во второе уравнение, получаем 
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х рд = а я Ьх. Отбрасывая корень х = 0 (л: должно быть по¬ 
ложительным), получаем уравнение х РЯ ~ г = а я Ь. Если рд — 1, 
то это уравнение либо вовсе не имеет решений (при а я Ь Ф 1), 
либо является тождеством (при а й Ь = 1). В последнем случае 
исходная система имеет бесчисленное количество решений 

(х — произвольное число, ау = -^—; или у— произвольное 
число, а х — ~Если рд ф 1, то получаем решение: 


РЯ лГ — 

х = V аЧ, у ■ 


М-1 — 

: V ЬРа. 


Ул. 


М-1,_ 

V Ь р а 


(РЧ Ф О. 


ГЛАВА 5 
ПРОГРЕССИИ 

Арифметическая прогрессия 

320. По условию я, = 5, й — 4. Подставляя эти значения 
в (3), получим после некоторых преобразований уравнение 

2 л а-)-Зя—10 877 = 0. 

Корни его: «,=73 и =— 74,5; из них годится только 
первый. 

Отв. 73 члена. 

321. По условию 

+ ( а і + &) ( а і + 2й0 + (я, + За?) = 26, 
я, (я, —{— а!)(я, “[" 2і7) (я, —{— За?) = 880. 

Первое уравнение даёт 4а, + 6а? = 26, откуда я, = . 

Подставляя во второе уравнение и упрощая выражения 
в скобках, получаем 

13 — зн із — а 13 + я 13 + зя 
2 * 2 * 2 * 2 


880. 
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Освобождаясь от знаменателя и перемножая числители (удоб¬ 
нее всего перемножить первый числитель на четвёртый и 
второй на третий), находим: 

9</* — 1690^ + 14 481 = 0. 


Обозначим через й', й", й"‘, й"" корни этого биквадратного 
уравнения, находим й‘ = 3; <Г — — 3; й т — У ■ и 

УІ609 13 —ЗйГ 

а =-—^—; из уравнения ^— находим соот¬ 

ветствующие значения первого члена: 


а[ — 2; а" = 11; а" 


13—/1609 . 

2 * 


-//// _ _ 13+ у 1609 
2 


Ото. Задача имеет четыре решения: 

1) -г-2; 5; 8; 11; 14; .... 

2) -и 11; 8; 5; 2; —1; .... 

0ч 13—/І609 . 39—/І609 . 39+УІ609 . 13+/І609 . 
й > 2 * 6 ' 6 * 2 ’ 


4) 


* 6 * 6 * 

13+/І609 . 39+ /І609 .39—/Тб09 . 13—/І609 . 

2 * 6 * 6 * 2 * 


322. Выражаем а р и а д через а х и й\ по условию полу¬ 
чим систему уравнений 

Г а,+</(/>“ 1) = ?. 

1 + 1)=^. 

Отсюда находим й — — 1 и ^—р-^-д —1. По формуле (1) 
находим: 

а„ = (Р + д— 1 ) — (я— 1 ) = /> + ?— п. 

Ошв. а п ~р-\-д — п. 


323. Натуральные двузначные числа составляют арифме¬ 
тическую прогрессию с разностью гі=1; при этом первый 
член а 1 = 10, а последний а„ = 99. По формуле (1) находим 
число членов я = 90. Формула (2) даёт: 




(10 + 99) -90 


4905. 


Ош. 4905. 
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324. Обозначим нечётные числа через л, (я 4 2), (я -)- 4), 
(л—(-6). Тогда заключённые между ними чётные числа будут 
(л+1), (я + 3), (я-]- 5 )- Согласно условию 

Я* + (Л + 2)2 -1— (Я 4- 4)2 4- (Я -1— 6)2 = 

= (я+1) 2 + (я + 3)2 + (я + 5)* + 48, 
или 

Я 2 + [(Л 4- 2)2 — (Я + 1) 2 ] + [(Я + 4)2 — (Я + 3)2] 4 

4 [(я 4 6)2 _(я 4 5)2] — 48 = О, 

откуда 

я а 4(2я4 3 )4(2я47)4(2я4 11) — 48 = О, 


или 

я 2 4 6 л — 27 = 0. 

Отсюда я = 3 или я = — 9. 

Ота. 1) 3; 5; 7; 9 или 2) —9; —7; —5; —3. 

325 . Члены я 2 ; я 4 ; я 6 ; ...; я 20 составляют арифмети¬ 
ческую прогрессию с разностью 2А и числом членов 10. 
Применяя формулу (3) (где нужно взять я 2 вместо я 1 и -А 
вместо А), найдём 

(2 а2 + 2Я.9)10 = 250> 

Яд “{— 9 А — 25. 

Подставляя сюда о 2 = я 1 4 имеем 

0 , 410 ^= 25 . (а) 

Таким же образом, исходя из прогрессии н-я^ я 3 ; я 5 ; ...; я 19 
найдём 

в ] 4 9А = 22. (б) 

Из (а) и (б) можно найти а х и А, а затем все члены про¬ 
грессии. Но так как требуется найти только средние члены, 
т. е. я 10 = я 4 4 9А и я п = я, 4 Ю</, то (а) и (б) сразу дают 
я І0 = 22 и а и = 25. 

Отиз. Средние члены равны 22 и 25. 
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326. Введём обозначения Ь х = (а х) а , Ь, 2 — (я 2 4- х *), 
& ь — (а —х) 2 . Находим 6 а — 6 1 = Д, — 6 2 = — 2ах. Следо¬ 
вательно, члены Ь и К Ь, образуют арифметическую про¬ 
грессию с разностью йва. — 2 ах. По формуле (3) имеем 

■ і2( а - + &~\ ах — 1 )1 ” | д а _[_(3 — п)ах-\- х 2 ]л. 

Отв. 5„ = [а 2 -}-(3 — п)ах-\-х*]п. 


327. По формуле (3) имеем 


с 2ві +</(«! — 1) . _ 
-- - -- я 




5.* 


5* 


2 я 1 + «/(я,— 1 ) 

2 2 ' 
2ді + гі(я 3 — 1) 


• я, 


8» 


или 


= «1 + — і). 

+-2 («2 о * 

-^-=«а, + |-(я 8 —1). 


Умножаем полученные равенства соответственно на (я 2 — я я ), 
(Яд — и (я 4 —л 2 ) и складываем произведения, после чего 
найдём 

4*- («в“ л з) + •§• Ся 8 — и,) + !*■ («і — Яд) = 

= «і ((«а —■ «з) + («в — «і) + («і — я 9 )1 + 

4- 4 [(я ѵ — 1)(я 2 — Яд) + (я 2 — 1)(я 3 —я 4 ) 4- (Яд— ІКл,— ЯаИ. 


Выражения в квадратных скобках тождественно равны нулю, 
следовательно, 

4^ (л 9 — Из) 4-Слз — я г ) 4-(я г —Яд) = О, 
что и требовалось доказать. 
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328. Из условия следует, что $ 10 = 55 6 . Выразив 5 6 и 5 10 
по формуле (3) и учитывая, что по условию 1, найдём 

(2 + »<010 в (2 + 44)6 

2 “ 5 ‘ 2 * 

откуда й ~ — 3. 

Ото . — і —{- I; —2; —5; — 8; ... 

329. По условию 

$„ = 3я» или »,ЗЛ 

Так как я Ф 0, то, сократив это уравнение иа я, получим 
2а х + <*я — 4 — 6я или 

2я, — г/ = (6 — 0)п, (а) 

По условию равенство (а) должно удовлетворяться при любом 
значении я, но левая часть (а) не содержит я, тогда как 
правая часть будет менять значение с изменением я, если 
только множитель б — й не равен нулю. Лишь в случае 
б — й = 0 правая часть не зависит от я (равна нулю), поэтому 
мы должны иметь 4 = 6. Тогда из (а) находим 2 а х — <1—0, 

т. е. «і == -| = 3. 

Ото. -4-3; 9; 15; 21; ... 

330*. Числа, которые при делении на 4 дают в остатке 1, 
имеют вид 4 к-]- 1 ( к — любое натуральное число). Они обра¬ 
зуют арифметическую прогрессию с разностью 4. Первое 
из двузначных чисел этого вида есть 13 (оно получается при 
к = 8); последнее есть 97. По формуле (1), где л, = 13, 
а п = 97, й я 4 находим я = 22. По формуле (3) найдём иско¬ 
мую сумму. 

Для определения, при каких значениях к числа вида 
4 к 1 будут двузначными, можно было бы воспользоваться 
системой неравенств 

| 4й + 1>10, 

\ 4к + 1 < 100. 

1 3 

Из этой системы находим 2 — -<& < 24 ; следовательно, 

к может иметь значения, равные 3, 4, 5, .... 24, число ко¬ 
торых я =«(24 — 3)-{-1,=22. 

О те. 1210. 
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Геометрическая прогрессия 

331. Среднее геометрическое двух (положитель¬ 
ных) чисел а и Ь есть положительное число л:, определяемое 
из пропорции а\х — х\ Ъ. Вставить три средних геометриче¬ 
ских между числами 1 и 256 — значит найти три числа в 2 , 
«у, а 4 , удовлетворяющих условиям: 

1 : и 9 = и 2 : к 8 = и 8 : и 4 = и 4 :256. 

Значит, числа в, = 1 , в 2 , в 3 , в 4 и в 5 = 256 образуют геометриче¬ 
скую прогрессию. По формуле я-го члена прогрессии 256= 1 • < 7 *. 

Это уравнение имеет один положительный корень д = ]/^256=4 
(— 4; + 4/; — 4 / не годятся). Теперь по той же формуле на¬ 
ходим: а 9 =4; а 3 = 16; в 4 = 64. 

Отиз. 4; 16; 64. 

332. По условию и\ в 3 = 52 и в? = 100, или в 2 = ± 10. 

По свойству геометрической прогрессии ИіК 3 == = 100; сле¬ 

довательно, в г и в^ — корни уравнения в 2 —52в4-1(Ю = 0. 
Отсюда найдём: в, = 50 и а 3 = 2 или в" = 2 и в 3 =50. 

Отв. Числа будут: 1) 50; 10; 2 или 2) 50; — 10; 2, 
или те же числа в обратном порядке. 

333. По условию: 1) в 3 — в 1 = 9 и 2) в 5 —я 3 = 36. 

Применяя формулу и п = в 1 ^ -1 , вапишем эти уравнения в виде: 
1) в,# 9 —В| = 9; 2) в ,^ 4 — в,<7 2 = 36. Деля уравнение 2) на 
1), получим 17 2 = 4; отсюда <7 = 2; из 1) находим: в 1 = 3. 

Отв. 1) +*-3; 6 ; 12; 24; 48; ...» 

2) -н-3; — 6 ; 12; —24; 48; ... 

334. По условию в,-{-а 4 =27 и в 2 а я = 72; но так как 
или а 2 в 3 = а,а 4 , то имеем систему двух уравнений: 

1) в,-{-я 4 = 27 и 2) в г в 4 =72, 

откуда в, = 3 и в 4 = 24 или а, = 24 и а 4 = 3. Из формулы 
в 4 =и 1 9 3 находим соответственно- 9 = 2 или 

Отв. 3; 6 ; 12; 24 или в обратном порядке: 24; 12; 6 ; 3. 
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835. По условию 1 ) и х + в 4 = 35 и 2) и 2 + и э = 30. Так 
же, как в задаче 333, для определения д получаем уравнение 

1 + ^ 35 

яО+д) ”зо» 


или по сокращении 


Находим: 


1-9 + 9 2 7 

Я ~ 6 * 


1) ?= 2 - ; и, = 8 ; 2) ^ ==у ; и, = 27. 


Получаем две прогрессии: 

1) -н- 8 ; 12; 18; 27; 40,5; ..., 

2) -{т-27; 18; 12; 8; 5-І-; .... 


у которых первые четыре члена одинаковы, но идут в об¬ 
ратном порядке. 

Ота. 8; 12; 18; 27. 


336. Во второй данной сумме заменяем каждый член через 
предыдущий, умноженный на д (согласно определению гео¬ 
метрической прогрессии); получим 

«і Ч + ЧЧ + и й д + и А д + и ь д == 62 
или 

Ч(.“і + ч + и 3 + «4 + Ив) = 62. 

По условию выражение в скобках равно 31; следовательно, 

< 7 = 2 . Пользуясь формулой 5„ = ■ имеем 31 = Ыі 2 ^~~ — 

откуда и, = 1 . 

Ота. -{г-1; 2; 4; 8; ... 

337. По условию имеем: 

1) И 2 + И 3 -Ь«4-І- Й б— 19 - 5 > 2 ) «1+«2 + «8 + »4= 13 * 

Задача аналогична предыдущей. 

Ота. и, = 1,6 и в б = 8 , 1 . 
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338. Члены а і и и 8 — равноотстоящие от начала и конца: 
поэтому и 4 а в =га 1 а д . Так как по условию и, в 9 = 2304, то 
и 4 и 8 =:2304; кроме того, по условию а 4 + и 8 =120. Из 
этих двух уравнений находим в 4 = 24; щ — 96 и а 4 = 96; 
и в = 24. Возьмём первое решение. По формуле и п — и х ц п -1 
имеем: 

1) 24 = и 1 д 8 ; 2) 96— в,^ 6 . 


Разделив 2) на 1), находим д 2 == 4, откуда д — 2 или ц — — 2. 
В первом случае уравнение 1) даёт а х = 3, во втором случае 
и, = — 3. Девять членов прогрессии будут в первом случае: 


3; 6; 12; 24; 48; 96; 192; 384; 768; 


во втором: 

— 3; 6; —12; 24; —48; 96; —192; 384; —768. 

Веяв решение в 4 — 96; и" =* 24, найдём те же два ряда чле¬ 
нов, но в обратном порядке. 

Отв. 1) и х = 3; # = 2; 

2) в, = — 3; у — — 2; 

3) и,-768; 

4) И! — —768; $ = — 

339. По условию 1) и, -|-в а -|-в 3 = 126 и 2) а х и й а^= 13 824. 
Так как в а есть средняя пропорциональная между и, и и 3 , 
то аіИ 8 ==И 2 ; поэтому вместо 2) можно написать и\ — 13 824, 
откуда а а — Ѵ03 824 . В данном случае, разлагая 13 824 на 
множители, легко найти, что в а =*24. Подставляя в 1) и 2), 
получаем систему уравнений: в г -}- в 3 == 102; а х и а = 576. Ре¬ 
шения её: и х = 6; и 3 —96 и и,— 96; а 3 = 6. Получаем две 
прогрессии: -»-з-6; 24; 96 и -м-96; 24; 6, отличающиеся 
только порядком членов. 

Отв. 6; 24; 96. 

340 . Из условия следует, что сумма членов, стоящих на 
чётных местах, в два раза больше суммы членов, стоящих 
на нечётных местах, т. е. 

«г + «4 + «в + • • • + «гп ^ 2 
Щ + Щ + «5 + • • • + «2П-1 
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Заменяя члены в 2 ; в 4 ; в 6 ; н 2п выражениями в 2 = и 1 ^; 
и 4 — а аЯ> •••'. а ап — и 2 п-і Ч< находим < 7 = 2 . 

О/вв. Знаменатель прогрессии равен 2. 


Бесконечно убывающая геометрическая прогрессия 


341. Для доказательства того, что данные числа образуют 
геометрическую убывающую прогрессию, надо проверить, бу¬ 
дут ли равны отношения — и — и будут ли они меньше 1 . 

щ «а 

Имеем: 

П «1 1 / . /2+1 ^ 1 

ві 2— 1^2 ’ Ѵ"2 — 1 У2(У2 — 1) * У~2 — 1 2+/2* 

2 ) ц з _- 1 • 1 _ 2-/2 ( 2 -/ 2 )( 2 -(-/ 2 ) 1 

н 2 2 * 2—/2 2 2 ( 2 + / 2 ) 2+/2 * 


Так как — = — = <7 =-— < 1. то данные числа обра- 

ні «а 2 -Ь у 2 

зуют геометрическую убывающую прогрессию. По формуле 
её суммы находим 


/2+1 


(/2 + 0 ( 2 +/ 2 ) 
(/2-1) (/Т+1) 


= 4+3/2. 


Отвв. 5 = 4 + з/2. 


342. Как в предыдущей задаче, находим, что выражение 

Л 3(/3-2) 

в квадратных скобках равно — г -- 


примет вид 

(4/з + 8). 1^~ і 2) - : 


/3—1 

12 


/3—1 
Ото. -б(/3 + і). 

343. По условию 


/3—1 


. Всё выражение тогда 
-6 (/3 + 1). 


32 

Иі = 4 и в 3 —в 5 = щ. 


По формуле в п = в 1 7 п-1 из второго равенства получаем 
в^ 2 — = | у. 



845 


ГЛ. 5. ПРОГРЕССИИ 


223 


Учитывая, что и 1 = 4, получаем биквадратное уравнение 

81д*—81^ + 8 = 0 ; его корни; и ^ Зі4 = ±-|-. 

Отрицательные корни не годятся, так как по условию все 
члены положительны, положительные корни годятся оба, так 
как они меньше единицы. Получим две бесконечно убывающие 
прогрессии. 

Отв. 5' = 12(3 + 2^2) и 5" = 6 . 

344 . По условию 

в 1 + н 4 *=54 и а 9 + Из = Зб. 

С помощью формулы и„ = получим систему двух урав¬ 

нений: 

I в 1 + «і9 8 = 54, Г «,(1 + ?)(1 —4’ + ? 2 ) = 54, (1) 

І в і* + в і«*-36. ИЛИ \ « г9 (1+ 9 ) = 36. (2) 

Разделив (1) на (2), получим уравнение 

1 -Ч + Ф 3 

Я “2' 

из которого найдём ^,=2 и і 7 2 = . Годится $ , 2 = ^-< 1. 

Находим из (2) в 1 = 48. 

Отв. 8 = 96. 

345 . Первый способ. По условию 

1) + «з + «в "4" * • • =* 36, 

2) в вЧ~ в 4 + в б~Ь • • • = 12. 

Члены первой и второй сумм составляют также бесконечно 
убывающие прогрессии, знаменатель которых одинаков и равен 
< 7 2 , первый член в первой прогрессии равен в 1 , а во второй 
и 8 , т, е. а х ц. Выражая суммы первой и второй прогрессий 
по формуле суммы бесконечно убывающей прогрессии 
(где вместо ц берём ф, а вместо а г во втором случае бе¬ 
рём и ,< 7 ), получим: 1 ) = 36 и 2) =“ 12. Деля 2) на 

1), получим ^= 5 -^-, а из первого уравнения находим а і — 32. 
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Второй способ. Так как и д = а х д, а 4 = а д д и т. д., 
то вместо а д ~\~а 4 ~\-и в -\~ ... = 12 получим а х д -)- и 3 д 
■+- и ъ д-\~ ... = 12 , или 

?( и 1 -Ь а з 4“ й б “Ь • • •) = 12. (1) 


Разделив на (1) условие и і + а 3 -(- я Б 4~ • • • =36, най¬ 
дём 9 =-^-. С другой стороны, сумма всех членов прогрес¬ 
сии есть 12-}-36 = 48. По формуле суммы бесконечно убы¬ 
вающей прогрессии имеем 48 = ■ Иі , откуда а х = 32. 

1 -т 


Ошв. 


. 32 , 32 . 

’ 3 * 9 ’ ’ ‘ * 


346. По условию 

и х -)- а д -}- а 3 -{- ... = 56; а? -}- а* -}- а 3 -}- ... = 448. 


Слагаемые второй суммы образуют также геометрическую 
бесконечно убывающую прогрессию с первым членом а? и 
знаменателем д 2 . Выражая суммы этих прогрессий, получим 


или 




= 448 


а, =56(1—9), 
а? = 448 (1—92). 


О) 

( 2 ) 


Деля (2) на (1), находим 

а, = 8(1 + 9 ). 

Исключая и х из уравнений (1) и (3), получаем 
8(1-}- 9 ) = 56(1 —9). 

откуда 9 = -^-. Из (1) находим а, = 14. 

Отв. и х = 14, 9 = |-. 


(3) 
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347. Задача решается аналогично предыдущей. Для опре¬ 
деления и, и д получим систему уравнений; 


«г 

1 — д 



4 __ 108 
Г=^ == ІЗ* 


( 1 ) 

( 2 ) 


После исключения из этих уравнений и\ получим уравне¬ 
ние 3 < 7 2 —1 Оу-}- 3 = 0. Из двух корней его годится только 

д = -4- (другой д — Ъ больше единицы). Из уравнения (1) на¬ 
ходим и, = 2 . 

2 2 

О/ тіа. ;! 2, | "д - ■ .. ■ 


348. Задача решается аналогично задачам 346, 347. 
Для определения и, и д получим систему уразнений: 


( ЧЧ = 6 * 

1 «і 1 «і 

I 1 — д 8 ’ 1 — д*‘ 


О) 

( 2 ) 


Уравнение (2) равносильно уравнению а 2 = 8(1 + 17 ). Исклю¬ 
чая и, из системы и.д — 6, «, = 8(1 получаем уравне- 

1 з 

кие 4<7 2 -}-4<7 — 3=0, Из двух его .корней д х — — -гу, 

д% — годится только второй, так как абсолютная величина 

первого больше единицы. Из (1) находим и г — 12. 

Ота. -і-і- 12; 6 ; 3; ... 


Задачи на арифметическую и геометрическую прогрессии 

349. Из условия находим: 

а= 16— 14 = 2; я 2 = 14 — 4 = 12; 

Я} —}- Яд "4“ а л == 12 —}- 14 —}- 16 = 42. 

Следовательно, в искомой геометрической прогрессии 1 ) д — 2 
и 2) и, 4- “,д + = 42, откуда и 1 = 6 . 

Ош. -л- 6 ; 12; 24; ... 
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350. Первые три члена геометрической прогрессии суть 

3; 3 д; Зд 2 . По условию а х = 3; а^ — Ъд-\-&\ так как 
а ’ а — « 2 = д а — о„ то « 3=202 — а г = 6 < 7 -|- 9 . По условию 
этот третий член равен третьему члену геометрической про¬ 
грессии, т. е. 3 < 7 2 . Получаем уравнение 6 ^ —[— 9 = 3<у 2 ; 
корни его <7 = 3 и д~ — 1. В первом случае геометрическая 
прогрессия будет -ьч-З; 9; 27; а арифметическая 

г-3; 15; 27; ... Во втором случае получаем два ряда чисел: 
3; —3; 3; —3; ... и 3; 3; 3; .... которые можно рас¬ 
сматривать соответственно как геометрическую прогрессию со 
знаменателем д = — 1 и как арифметическую прогрессию 
с разностью <7 = 0. 

Отв. 1) — і— 3; 15; 27; -«-3; 9; 27; 

2) -т-3; 3; 3; ...; н+З; —3; 3; —3; ... 

351. Задача сходна с предыдущей. По условию а 2 = и г = 5; 
следовательно, и 3 = 5<7 а ; и. ~ 5ц*. Далее по условию 
а 4 — и ь = 5д й ; о 1в = и 6 = 5^ 4 . Значит: 1) 5^ а = 5 —Зс7, 
2) Ьд* = 5 -}-15<7. Исключая <7, получаем уравнение 
д' 1 —• 5<7 2 -|- 4 = 0, откуда < 7 2 = 4 или д 2 = 1. Так как а 4 = 5< 7 2 , 
то четвёртый член арифметической прогрессии в первом слу¬ 
чае равен 20, а во втором 5. 

Замечание. В каждом из этих двух случаев получаем две 
различные геометрические прогрессии; арифметические же прогрес¬ 
сии— одинаковые. Имензо, в первом случае имеем геометрическую 
прогрессию ті-5; 10; 20; ... и -Н-5; —10; 20; ..., арифметическая 

же прогрессия (разность <7 — = 5) будет -+■5; 10; 15; 20; ... 

Во втором случае получаем геометрическую прогрессию -гг 5; 5; 5;... 
и тг 5; —5; о; —5; ...; арифметическая прогрессия состоит из рав¬ 
ных членов -4-5; 5; 5; ... 

Отв. 20 или 5. 

352. По условию а 1 = и 1 ; а 2 =и ] < 7 ; а 1 = и 1 ^ 2 . Отсюда 
находим: 

1)<7 = о 2 — ^ — щід —1) и 2)6<7 = 0 , — о ] = ц І (< 7 2 — 1), 

Исключив <7, получим а 1 (д 2 —1)==6к, {д — 1). Так как 
и 1 Ф 0, то ^ 2 — 1 — 6(д —1), откуда д = 5 или д = 1. Из 
условия -)- и х д и г д 9 = 93 находим соответственно — Ъ 
и и, = 31. 

Отв. 1) 3; 15; 75. 2) 31; 31; 31. 
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353. По формуле (2) на стр. 43 находим я 7 = 729; следо¬ 
вательно, в геометрической прогрессии имеем: ^ = а ] = 1; 
ц 7 = а 7 = 729. По условию требуется найти средний член, ко¬ 
торый будет четвёртым с начала и с конца и, следовательно, 
первый член и 1 , искомый средний и і и последний и 7 образуют 
непрерывную пропорцию а 1 ; а і = и і : и 7 . Отсюда иі = а х и 7 
и «4 = 729. 

Отв. и 4 = :±27. 

354. По условию а 1 д 3 = 15. Так как а 2 — д 7 = 

= я 3 —я а , то 2^ = а х а ѣ и из условия имеем 2а 2 -}- я 2 = 15. 
Отсюда а а = 5. Тогда а х = 5 — */; а 2 =5; а 3 = 5-}-^ и по 
условию а 1 = а 1 -}-1 = 6— й) и 2 = а 2 -}-4 = 9; и 3 = а 3 -|- 

19 = 24-}-й. Так как Из = а 1 и 3 , то имеем: 

9^ = (6 — <*)(24 + «0, 

откуда находим й = Ъ, а 1 = 2 или й =— 21, <^ = 26. 

Отв. 1) 2; 5; 8. 2) 26; '5; — 16. 

355. По условию 1; = м 2 —}— 6; а 3 = я 3 + 3; 

отсюда «! + «г а з — ( и і + «а + и з) + (1 6 -{- 3) или на ос¬ 

новании условия, что «і + «2 + и з = 26, получим 

а і -4- а 2 4“ а Ѣ — “Ь ю = 36. 

Дальше задача решается аналогично предыдущей. 

Отв. 2; 6; 18 или 18; 6; 2. 

356. Положим, что искомые числа будут в 1 ; и^; И;< 7 9 ; 
тогда по условию числа и 1 , и х д и (и х д ^— 64) составляют 
арифметическую прогрессию, и следовательно, 

«і<7 — «і = («і7 2 — 64) — и х д. (1) 

Кроме того, по условию числа в 1 ; (и г д — 8); (и х д ^— 64) 
составляют геометрическую прогрессию, и следовательно, 

(«!? — 8): «і = (в^ 2 — 64): (ид — 8). (2) 

После упрощений система уравнений (1) и (2) примет вид 
и х (^ — 2<7+1) = 64, и 1 (?—4) = 4, 

откуда находим <7=13 и в 7 = -і или д = 5 и и і — 4. 

Отв. 1) А; 2) 4; 20; 100. 
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357. Положим, что искомые числа будут а і , а 9 и и 3 . Если 
эти числа суть члены геометрической прогрессии, то 

«8 = и,«з. О) 

а если эти числа суть члены арифметической прогрессии, то 
2о* =а о, а в . (2) 

Исключив из (1) и (2) и„, найдём (и, -(- «я) а — 4и,и а или 
(а-, — й 3 ) а = 0, откуда и, ==» а ч , а из (2) находим и, = и,. 
Следовательно, и, = и 9 = и 3 . 

О/гав, Возможно, если три числа равны между собой. 


ГЛАВ А 6 

СОЕДИНЕНИЯ И БИНОМ НЬЮТОНА 

Обозначения: 

— число размещений чз т элементов по п, 

Р п — число перестановок из п элементов. 

С” — число сочетаний из т элементов по п, 

7 І+І (>» С к т а к х аі ~ к ) есть (к ■+■ 1) й член разложения бинома 

(?+•)". 

358. По условию 

Р п 0,1 1 «2*3... п _ 1 

= 3 , или 1 . 2.3 ,, Гі (п 4-21 — 56' 

откуда (я+ 1)(л + 2) = 30. Корни этого уравнения п х — 4; 
я в = —7. Второй корень не годится, 

Отв. а *» 4. 


359. По условию 


БСІ-СЪ 


4 - 2 , 


ИЛИ 


5л(п—П(п — 2) (п + 2) (я 4-1) я (п 
1*2.3 в 1-2-3.4 


откуда 

Отв. ^ 


— 2) = - ( г , ± І М? - ± іі.. 

14; »ц = 3. 


1) 
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360. Искомый член 
7„= ( -і 


16 • 15-14 • 13 • 12 ■ 11 • 10*9 


1-2-3-4-6‘6-7-в 


Отв. 12 870^. 


я* 

•г*' 


361. Имеем: 

Буква а здесь содержится в степени 4- ? - — ~ . По ус¬ 
ловию + —■ 2 з~ Я * = 7, откуда л — 6, т. е. я -}- 1 = 7. 

0/я«. Седьмой член. 


362. Имеем: 
7«+і = 


а {ѴТі) (у ѵт) ' 


яі -п п » аі-я 

= С 2 "я 3 3 . 

.. л 21 — я 21 —п п _ 

Но условию -н--г— = —5 --т-, откуда я = 9. 


2 6 
Отз. Десятый член. 


6 6 

( і -1Ѵ° 

363. После упрощения получаем: \я *—а ' г ) . Имеем: 

/ _ІД« / _1\10-.я 10-п н_ 

Т л „~(—1) п С&Ка‘*)\аЧ =(-1)”С?оа 3 "‘. 

Г, 10 — я я п . 

По условию —^- -2=0, откуда я = 4. 

Отз. 7« = 210. 


364. Пусть х есть показатель степени первого бинома. 
Тогда сумма биномиальных коэффициентов есть 2 Л . Сумма 
биномиальных коэффициентов у второго бинома есть 2 х+3 . 
Получаем уравнение 

2*_|_2 л: + # = 144; 2*(1 +8) = 144; 2* = 2«; лг = 4. 
Отз. 4 и 7. 
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365. Имеем 105, откуда отв 15; тогда 

Л «5 

Отв. . 

366. По условию СІ, = С«, следовательно, от = 15. Тогда 

ИМееМ 7„ +1 - СЬ (у)" (*Т“’‘ - 

По условию 30 — 3л = 3 0; ев 10. 

Ош. 7ц в 3003а 10 . 

С* ' іі 

867. По условию - 5 - « у, т. е. «*—5от—50 в 0, от- 
куда т в 10 (корень от в — 5 не годится). Средний член 

і,- А(-і)*(і/ 7=)‘ <« Тл*— 2И - 

Отв. Средний (шестой) член равен—252. 

368. По условию I -}- от + ■— “ 46. Дальше ре¬ 

шается, как задача 367. 

Отв. Искомый член (седьмой) Г 7 в84. 

369. По условию 2* в 128, откуда я» в 7, Имеем 

По условию — + у (7 — я) в 5, откуда л в 3. 

Оотв. Искомый член (четвёртый) 7 4 в 35л 6 . 

370. Имеем: я в в в^в І .(1 +0 6 . Множимое -у равно 

в — іу = — і. Множитель (1 + О 6 согласно формуле бинома 
Ньютона равен 1 -{-5/-{- 10 і* -4- ІО * 8 -4- 5/* +А Следовательно, 
« в = — / — — ІО* 8 — 10< 4 — 5і ь — А 
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Теперь заменяем степени мнимой единицы их выражениями: 
— 1; /в = « = — /; /« = &•=— й = +1; 

/ь = і; Р = — 1. 

Замечание. В данном примере, где основанием степени яв¬ 
ляется 1 + і (или, вообще, когда основанием является двучлеи вида 
и ± «/), возведение в степень можно выполнить проще. Именно, 
возводим 14-/ в квадрат. Получим (1 + і)- = 2і, отсюда (1+і) 8 = 
=»( 1 +/)*• (1 + 0 - (2/)* • О + /) = —.4 (1 + /)• 

Ошв. а в =— 4-|-4/. 

371. Имеем и 7 = і(і + -у) в . Так как у = — і, то и 7 = 

==/(1 —0 е - Дальше можно решать, как предыдущую задачу. 
Можно также найти модуль и аргумент произведения шести 
сомножителей, равных 1 — і каждый. Модуль величины 1 — / 
есть У/ 2; аргумент равен — 45°. Значит, модуль • произве¬ 
дения равен (У~2 )* = 8 , а аргумент 6 (—45°) = — 270°. Сле¬ 
довательно, 

(1 — 0 е = 8 [сое (— 270°) +1 зіп (— 270°)] = 8 і. 

Отв. « 7 = — 8 . 

372. По условию числа С\\ Сіі; С\ составляют арифмети¬ 
ческую прогрессию. Значит, С„ + С» — 2 (%, т. е. 

_ I я(я —1)(я—2) „ Я (я — 1) 

"Н-6- 2 -2-• 

Так как я 0, то обе части равенства можно разделить 
на п. Получим уравнение я 2 — 9л-)-14 = 0. Из его корней 
/і 1 = 7 и я, = 2 второй не годится, так как при л = 2 раз¬ 
ложение бииома имеет только три члена, а по условию имеется 
четвёртый член. 

Отв. я = 7. 

373. Решается, как предыдущая задача. После сокраще- 
я (я — I) (я — 2) (л — 3) . 

ния па — 1 -——- — (это число не равно нулю, так 

как по условию я > 6 ) получим п 2 — 21л+ 98 = 0. 

Отв. я =14 или я = 7. 
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374. Первое слагаемое в скобках запишем в виде 

« а-1 »- л і -і іс 

а 6 * *л * т •, второе слагаемое в виде а • а х+ ' = а* +1 . 

5 -Я | |>Х 

Четвертый член разложения равен 56а ■° . По условию 

і — Х ИХ 

оЬа * * +| = оба-'-'. Следовательно, 

5—д і-и _ _ . 

* + » +1 — 5 * 5 * 

Отв. х = 2 или х — — 5. 

375. Представим данное выражение в виде 

[ ■г—. <3 — с, ~ІВ 

2 Л + 2 *— * ] , По условию 

и.г—» і — л* 

ІО . 2 *■ 2 * -* 240, 


Следовательно, 


Отв . х ** 2. 


<(Т — И ^ > —Г) 

2 хг + 1-я в 2*. 


4(х — I) | 4(3—т) д 
з "г" 4 — д “ ' 


/ і .1\* 

376. Седьмой член 7, разложения бинома \2 9 Ч“3 *) 
равен 

Г 7 = С я г (2*Г~Ѵ‘9\ 

а седьмой член от конца 

Т[=С\(2*) (з - ?)* \ 

Следовательно, 

/ ^у®—в/ _І\в — ѵіГ— в) д—18 Д—18 Ж—18 

7 7 :7' ів .Ѵ2Ѵ \3’ѵ — 2 • 3 ' — 6 ' . 


По условию 6 * =»-^, т. е. 6 * в б -1 . Следовательно, 

л — Г/ I 

з 

Отв . х в» 9, 
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377. По условию С 2 ъ х ч (х' ех )* = 10 е , т. е. КЪс 3+2І **= 10* 
или х 3 +21г * = 106. Логарифмируя это равенство, найдём 
(3 -}- 21д х) !д х = 5. Решив последнее уравнение, получим 

ОёГ == 1 и (1? х 2 ) = — . 

-I і 

Отв. х. — 10; х, = 10 2 =- 7 =г. 

1 2 100/10 

378. По условию 

_ 3 іа __ ІКХ + І 

С\ (/ х) '&*+• (/х) 3 — 200, т. е. 20л: 4 ' 1 » 1 - +-•' = 200. 

Деля обе части этого уравнения на 20 и затем логарифми¬ 
руя, получим после упрощений 

(1д л:) 2 -(- 31д х — 4 = 0. 

Отсюда (1д х г ) = 1, (!д х ъ) = — 4. 

Отв. д: 1 =10; == 0,0001. 

379. Решается как предыдущая. Получим уравнение 
Х ] % х ~ 2 — 1000. Логарифмируя полученное равенство, найдём 

(і&-г,) = 3 и Ог-к а ) = — 1 - 

Отв. дг,= 1000; лг 2 = 0,1. 

380. Решается как две предыдущие. 

Отв. х г = 10; х 2 — —. 

' /ІО 

381. Отв. х г = 100; х 2 = -. 

/Тоо 

382. Отв. я. = 1000; х 2 — —^=г. 

1 8 /10 

383®. По условию 

—7 Л+1 = 30, (а) 

к_ 12—А 6—ЗА « —2А 

Т к+1 = Сѣх *х 6 = С? 2 х 3 и 7 к+9 = сЬ и * 3 . 


где 



234 


ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ 


ц_2А 4_2А 

По условию показатель —д— вдвое больше показателя —^—, 

А ^ 'ХЪ 4 — 2й 

т. е. —д— = 2 • —д—, откуда к= I. Тогда равенство (а) 
после упрощений примет вид: 

і. *. 

2л:»— Цат» +5 = 0. 

2 

Применяем подстановку х в =у. 

О/из. лс г = бѴ^ 5 ; х в = —~. 


384*. По условию ЪС х т = С^, следовательно, имеем урав¬ 
нение 


5 т = 


т (т — 1) (т — 2) 
Ь2*3 


Так как т Ф 0, то обе части уравнения можно разделить 
на т. Получим т 1 = 7 и т. 2 = — 4. Годится только т 1 = 7, 
іак как т должно быть целым положительным. 

По условию Т 4 = 7 • 20; значит, 


сд 2" ѵ \2.* ) = 


140. 


Оше. х = 4. 

385. Из условия имеем — /и — 20; — у ~~ - — т — 20. 

Из двух корней и, = 8 и т й = —5 годится только пер¬ 
вый, так как предполагается, что показатель бинома — це¬ 
лое положительное число. Перепишем бином в виде 

X __ 8 _ 5 _ Х\8 

(2‘ »/. По условию 

7*— 7 в = 5б 
или 
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После упрощений получаем 56-2* — 56 *^ = 56. Положив 

2 х — у, получим уравнение у 2 — у — 2 = 0 , откуда у 1 = 2 
и Уъ —— 1 . Так как 2 х =у не может быть отрицательным 
числом, то годится только у х = 2 и, следовательно, 2 х = 2, 
т. е. х == 1. 

Отв. х — 


386. Так как биномиальные коэффициенты членов, равно¬ 
отстоящих от начала и конца, равны, то вместо коэффици¬ 
ентов трёх последних членов можно взять коэффициенты трёх 

первых членов, т. е. 1 775 "“-= 22 , откуда т — 6 

(см. предыдущую задачу). Следовательно, бином будет 

( 2 Т +2 ^) в . По условию 

Т а + Т й = 135 
или 

/ 1 —а= \з/ «Л* ( 1 —а \4/ ®\9 

СІІ2 2 Д2Ѵ4-С^2 2 Д2 г / =135. 

После упрощений получим 

2 Х + 1 -}-2 а ~®= 9 или 2.2*-|-^ = 9. 

Как в предыдущей задаче, найдем: 1 ) 2 х = 4 и 2) 2 х = —. 
Ош. х х — 2; * а = —1, 


387. Числа а х , а 3 , а 6 , являющиеся соответственно первым, 
третьим и пятым членами арифметической прогрессии, сами 
образуют арифметическую прогрессию, так что 2 а 3 = а х -|- а ъ . 
Так как по условию а х = С 1 т \ а А — С^,; а ь — (?„, то 

2т (т — 1 ) _ , т (т — 1 ) (т — 2 ) 

12 —т- і ГПГз . 


Сократив на т (т Ф 0), найдем уравнение /и 2 — 9/» -}- 14 = 0, 
корни которого т х — 7, т 2 — 2. Так как по условию в раз¬ 
ложении бинома имеется не меньше шести членов, то т ^ 5, 
вначит, годится только т х —7. Бином будет 



13(10— 3 х ) 


+ 2' 
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Но условию 
или 


7 в = 21 


(®—2) і8 »2 «—з®> _ 2 1 

Отсюда имеем 


2^*— 1? «+І8 10—8®) 1 

следовательно, 

(*— 2 ) !§3 + 1^(10 

Потенцируя, получим 


1 = 2 °; 


3*) = 0. 


или 


3*-2(10 —3*)= 1 
-у (10 — 3*)=І. 


Дальше решается, как вадача 385. 

Ошв. х х = 2; х,} — 0. 

388. По условию числа ^ Ст , и С* образуют гео¬ 
метрическую прогрессию; следовательно, 

14 ѵ> 4 ,у>з .а 
"О" '-т'-т е= ® ^т,) • 

Обе части равенства можно разделить на т- (/га — I) 2 (/я — 2), 
так как ни іи, ни т — 1, ни от —2 не равняются нулю (ибо 
из условия следует, что т > 3); получим /га = 9. По условию 
7 4 <*= 16,8 или 

„ І6Л 

Отсюда получим уравнение 

4- (**—1)~ ІЕ 5 —1& (6— Ѵ&х) = — 1. 

После потенцирования имеем 

10/ж^П=5(6— /8і). 

Отсюда х х я* 50 и * а «* 2. Первый корень не годится, так как 
при х =» 50 число 6 — УЪх отрицательно и, значит, не имеет 
логарифма. 

Отв. X — 2. 
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389. По условию 

іе (з-сі)— 1дс; й =1. 


или 

0/^3 

1і4=- = 1іЮ; 

ЗС т 

отсюда -—-=10. После упрощений найдём уравнение 

т 2 — 3 т —18 = 0, корни которого /», = 6и/п„ = —3. Сле¬ 
довательно, показатель бинома т — 6. 

Из условия 97~ я — 7 6 = 240 получим уравнение 

9Св2 2 ^ + ^ 2 *(~* в - ) — Св2 4 (* +7 ) 2' ^ “а - ~ ■») = 240, 

откуда найдём 

или 


Следовательно, 
Отв. х — 2. 


9 . 2 з ®-2 — 2 3 *+ 1 • 

О , 01 с 

— 16. 
2»* = 2 е и л-= 2. 


16 
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АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ И АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ 


390. Вес патрона составляется из веса снаряда, заряда 
и гильзы. Снаряд и гильза, взятые вместе, составляют по 
2 , 1 11 „ 
весу ут - 4" = 12 всег0 пат Р она - На долю заряда остаётся 


1— веса патрона, что составляет 0,8 кг. Следова-. 
тельно, вес патрона равен 0,8 кг : ^ = 9,6 кг. 


Отв. 9,6 кг. 


391. Мужчины составляют 100% — 35% = 65% от 

общего числа рабочих. Мужчин больше, чем женщин, на 

65% — 35% = 30%, что составляет 252 человека. Следова- 

* « 252-100 0 ._ 

тельно, общее число рабочих равно —^— = 840. 

Отв. 840 рабочих. 
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392. Процент прибыли берётся по отношению к себе¬ 
стоимости (принимаемой за 100%)- Значит, продажная цена 
(1386 руб.) составляет 100%+ 10 %== 110 % себестои¬ 
мости. Себестоимость равна 

— ІШ — = 1260 (руб.). 

Отв. 1260 руб. 

393. Убыток исчисляется в процентах по отношению 
к себестоимости (принимаемой за 100%). Значит, 3348 руб. 
составляют 100% — 4% = 96% себестоимости. Следова¬ 
тельно, продукция обошлась артели в 

2—^ = 3487,5 (руб.). 

О те. 3487 р. 50 к. 

394. Содержание меди в руде составляет %. 

Отв. 15,2%. 

395*. Цена снижена на 290 коп. — 260 коп. = 30 коп. 
30»10(1 

Эта сумма составляет — 29 0 ~ % от старой цены. Число 

30- 100 , Л 10 . . , 

— 290 ~ " ®29 заменяем приближённо десятичной дробью. 

Отв. 10,34%. 

396. Задача решается как предыдущая. 

Отв. 10,94%. 

397. По условию 2 кг составляют 32% от веса винограда. 
Вес винограда равен - ‘ 3 ^ - = 6,25. 

Отв. 6,25 кг. 

398. Обозначим число экскурсантов через х. В первом 
случае взносы составят 75л: коп.; значит, на расходы нужна 
сумма (75л:+ 440) коп. Во втором случае взносы составят 
80л: коп.; значит, на расходы нужно (80л: — 440) коп. Следо¬ 
вательно, 75*-{-440 = 80л: — 440. 

Отв. 176 человек. 
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399. Пусть было * человек; каждый должен был запла- 
72 п 

тить —. По условию 

(*-3)(?|+4) = 72. 

Отв. 9 человек. 

400. Пусть цена одного экземпляра первого тома соста¬ 
вляет х руб., а второго тома у руб. Первое условие даёт 
уравнение 60^ + 75^ = 405. При скидке в 15% цена экзем¬ 
пляра первого тома составит 0,85* руб.; при скидке в 10% 
цена экземпляра второго тома составит 0,9 у руб. Из второго 
условия получаем уравнение 

60 • 0,85* + 75 • 0,9^ = 355 і . 

Решая систему двух уравнений, найдём * = 3; у — Ъ. 

Ото. Цена первого тома 3 руб.; цена второго тома тоже 
3 руб. 

401. Пусть первый предмет куплен за * руб. Тогда вто¬ 
рой куплен за (225 — *) руб. При продаже первого предмета 
получено 25% прибыли. Значит, он продан за 1,25* руб. 
Второй предмет, на котором получено 50% прибыли, продан 
за 1,5(225 — *) руб. По условию общи+процент прибыли 
(по отношению к покупной цене 225 руб.) составлял 40%. 
Значит, общая сумма выручки была 1,40 • 225 = 315. руб. 
Получаем уравнение 

1 4*+ 1 7<225 — *) = 3! 5. 

Отв. Первый предмет куплен ва 90 руб., второй — за 
135 руб. 

402. В 40 кг морской воды содержится 40 • 0,05 = 2 кг 
соли. Чтобы 2 кг составляли 2% общего веса, последний 
должен равняться 2 : 0,02 = 100 кг. 

Отв. Нужно добавить 60 кг. 
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403. Обозначим длины катетов (в метрах) через х и у. 
По условию -(-/» = (31/5)2. После увеличения на 133 у%, 
. I 


133 


т. е. на 


З - , 

1 -я- своей длины, первый катет станет рав- 


100 “ * 3 

ным 2 ^ лс. Второй катет после увеличения на 16 у % будет 
равен 1-^.у. Получаем уравнение 2-|-.*-{- 1 • 5 -^= 14. 

Отв. 3 м и 6 м. 

404. Если из первого мешка отсыпать 12,5% находя* 
щбйся там муки, в нём останется 87,5%, что составит 

140 кг : 2 = 70 кг. Следовательно, в первом мешке “§ 73 -• 
Ош. В первом мешке 80 кг, во втором 60 кг. 


часть 


405. Оба завода вместе могли выполнить в день 
заказа. По условию производительность завода В составляет 
Ьбу%, т. е. -у производительности завода А; следова- 

іельно, производительность обоих заводов составляет I у 
пооизводительиости завода А. Значит, завод А может выпол- 
^ часть заказа, а завод В — выполнить 
часть заказа. До остановки аавода А была 


> і 2 

:і Г 


■шть в день 
1 2 I 

■ 20 * 3 “5 

*2 I 

выполнена часть всего заказа. На выполнение остаю¬ 

щихся всего заказа заводу В требуется ^ = 25 дней. 
Отв. Заказ будет выполнен через 
27(=25 + 2) дней. 

406. Верно решившие 14 человек составляют 100% — 
— (12% +32%) = 56% всех учеников класса. Общее число 

- 14-100 

учеников класса было ■■ = 20 , 

Отв. 25 учеников. 
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407. Вес отрезанной части составляет 72°/ 0 от веса всего 
рельса; значит, вес оставшегося куска (45,2 кг) составляет 
100% — 72% = 28% веса рельса; 1% этого веса состав¬ 
ляет , а 72% составляют ^ • 72 = 116^ кг гы 116,23 кг. 

Вместо того чтобы определять 1% веса рельса, можно 
составить пропорцию л:: 45,2 = 72 : 28. 

Ош. Вес отрезанной части (округлённо) 116,2 кг. 


408. Вес всего сплава (2 кг) составляет 100%+ 14 у%=з 
2 

114у% веса меди. Значит, 1% веса меди составляет 

А 2 

-у «г. Следовательно, вес серебра, составляющий 14 у % 


114 

і 

веса меди, равен 


114 - 


. . 2 1 
Ну = т кг. 


Вместо того чтобы определять 1% веса меди, можно 
составить пропорцию 

х :2 = 14 у!І 14 у. 

Отв. Вес серебра у кг. 


3 17 

409. Заработок второго составляет 1 — : 7 у ^ заработ¬ 
ка первого или, в процентах, 100%==23у°/о- Общий 
заработок трёх рабочих (4080 руб.) составляет 

100% + 23І% + 43І%= 166 у% 


от заработка первого. Один процент заработка первого соста¬ 
вляет — —I) - руб., значит, первый заработал 
166 ? 


4080 

,«4 


100 = 2448 руб. 
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4Ю 


Второй заработал 23 у % 9Т0Й с У мм ы. т. е. 

2448 • 23 і 

--=571,2 руб.; 

третий заработал 

2448 • 44 А- 

-1060,8 руб. 

Отв. 2448 руб.; 571 р. 20 к.; 1060 р. 80 к. 

410. Если вес сахара в первом ящике х кг, то вес сахара 

42 — 

4 а 9 17 

во втором ящике у* кг, а в третьем у х • -щ- = —х кг. 

По условию х + у * + 5 о х ~ откуда х *■ 30 (кг). От 

, _ 4 17 

этого числа берём сначала у, потом 

Отв. 30 кг, 24 кг, 10,2 кг. 

411. Возьмём х т первого сорта; в нём будет 0,05* /я 

никеля. Второго сорта нужно взять (140 — х) т с содержа¬ 
нием никеля в 0,40 • (140 — х) т. В общем количестве 140 т 
стали по условию содержится 0,30* 140 т никеля. Следова¬ 
тельно, 0,05х 0,40 -(140 — х) = 0,30 • 140. Отсюда х — 40. 

Отв. 40 т первого сорта и 100 т второго сорта. 

412. Сплав содержит 12 кг • 0,45 = 5,4 кг меди. Так как 
в новом сплаве эти 5,4 кг меди составляют по весу 40°/ 0 , 
то вес нового сплава будет 5,4 :0,40 =* 13,5 кг. Значит, нужно 
добавить 13,5 кг — 12 кг = 1,5 кг. 

Отв. 1,5 кг. 

413. Решается как предыдущая задача: 1) 735 г* 0,16=* 
— 117,6 г; 2) 117,6 г ; 0,10 — 1176 г; 3) 1176 г — 735 г = 441 г. 

Отв. 441 г. 

414. Пусть х — вес меди (в кг). Тогда 24 — х есть вес 
цинка. Потеря веса составляет ух (дгя меди) и у(24 — х) 

I I 8 

(для цинка). Следовательно, у х + у (24 — х) = 2у. От¬ 
сюда х =» 17. 

Отв. 17 кг меди, 7 кг цинка. 
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415. Количество рельсов длиной 25 м обозначим через х, 
а рельсов длиной 12,5 м — через у. На участке 20 оя 
= 20 000 м нужно уложить 40000 м рельсов (две линии). 
По условию 

66 

25*4-0,50. 12,5у = 40000 и 12,5у + ~-• 25* = 40000. 
Отв. 1200 рельсов по 25 л и 1600 рельсов по 12,5 л*. 

416. Пусть число учеников есть х. При обмене карточ¬ 
ками каждый получит *—1 карточек, а все * учеников 
получат *(*—1) карточек; по условию имеем уравнение 
х(х — 1) = 870. 

Отв. 30 учеников. 

417. Пусть * — меньшее, а у — большее число (*<у). 
Первое условие даёт \^ху = х-\- 12, а второе условие — 

= у — 24, т. е. у — * = 48. Решая систему, находим 

* = 6, у — 54. Так как 6 < 54, то это решение годится. 
Отв. 6 и 54. 

418. Пусть наименьшее число есть х, следующее у и 
наибольшее г. Имеем три уравнения: 

у — х = г — у; ху — 85; уг = 115. 

Иэ первого уравнения находим г =±= 2у — х; подставляя 
в третье уравнение, находим 2_у 2 — ху— 115 или в силу 
второго уравнения 2у 2 = 200. Из двух решений = 8,5, 
Уі = 10, г х = 11,5; х 2 = — 8,5, _у 2 = —10, г % — — 11,5) пер¬ 
вое годится (ибо х, < у 1 < г г ), а второе нет (ибо х 2 > Уъ > г д' 
Отв. 8,5; 10; 11,5. 

419. Дано 

х+у + г + А 

3 —«и 3 — и. 

Требуется найти ху гх . Из первого уравнения имеем 

х 2 -^-у 2 -\-г 2 -^-2(ху-\-уг-^-гх) = 9а 2 . В силу второго урав¬ 
нения имеем х 2 у 2 г 2 = ЪЬ. Следовательно, 2>Ь-\-2 (ху 
-\-уг-\~гх) = 9а 2 . 

Отв. х У+УІ± .. гх - == ^±, 
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420. Если длина листа х см, а ширина у см, то коробка 
будет иметь длину (х — 8 ) см, ширину ( 3 / — 8 ) см и высоту 
4 см. По условию 4{х — 8 )(у— 8 ) = 768 и 2х-\-2у = 96. 

Отв. Размеры листа 32 см X 16 см. 

421. Пусть цифра десятков х, а цифра единиц у (х и 
у — целые положительные числа, меньшие чем 10). Имеем 
систему: 

Щ±У = 2^; ( 10 л: + у)-( 10 у + л:)=18. 

Из двух решений ^лг = 6 , ]/ = 4 и х = |, у — — го¬ 
дится только первое. 

Отв. 64. 

422. Если число десятков равно х, то число единиц равно 
х-\-2. Получаем уравнение 

ЦО* + {х + 2)][л: + {х + 2)1 = 144, 

2 

откуда х = 2 и х = — 3 ; по У словшо вто Р ое решение не 

годится. 

Отв. Искомое число есть 24. 

423. Пусть искомое число будет х. Если справа к нему 
приписать 5, то получим число 10*-{-5. По условию имеем 

1 Ох —{— 5 — (х —{— 3) {ус •—* 13). 

Отв. 22. 

424. Пусть большее число есть х, а меньшее у. Если 
к большему числу приписать три цифры (нуль и две цифры 
меньшего числа), то цифры большего числа будут выражать 
число тысяч, так что в итоге получим 1000 х-ф- у. Из мень¬ 
шего же числа получим число ІОООу-^ІОл;. По условию 

1000* + у = 2(1000у+ 10л:)4-590, 2лг + 3у = 72. 

Решая систему, находим х = 21, у =10, Эти числа, будучи 
двузначными, удовлетворяют условию задачи. 

Отв. 21 и 10. 
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425. Исли цифра единиц множителя есть х(х— целое 
число, меньшее 10), то цифра десятков Зх. Множитель равен 
3- 10х-|-х = 31х. Ошибочно записанный множитель был 
1 Ох Зх = 13 х. Истинное произведение равно 78 • 31 х, оши¬ 
бочно йолученное произведение есть 78 • 13 х. По условию 
78 • 31 х —78 • 13 х = 2808. Отсюда находим х = 2. 

Отв. Истинное произведение равно 4836. 

426. Скорость первого поезда х км/час, скорость второго 
(х — 12 ) км/час. Имеем уравнение 

96 96 _ 2 

х—12 х = 3* 

Отв. Скорость первого поезда 48 км/час, второго — 
36 км/час. 


427. Пусть скорость первого равна ѵ км/час\ тогда ско¬ 
рость второго равна (ѵ—2) км/час. Первый затрачивает 
24 24 

— час., второй у _2 час * Получаем уравнение 

24 24 . 

- я — — = 1. 

ѵ —2 ѵ 

Отв - 8 км/час, 6 км/час. 


428. Пусть скорость поезда х км/час\ тогда скорость 

66 

парохода (х—- 30) км/час. Поезд затрачивает — час., а па- 
80,5 „ 

роход ~ час. Получаем уравнение 


80.5 


х —30 


66 . . 15 

■І“ 4 + 60 - 


Отв. Скорость поезда 44 км/час, скорость парохода 
14 км/час. 


429. Пусть первая мастерская шила в день по х костю¬ 
мов; тогда вторая шила по х -{- 4 костюма. Первая мастер- 

ею 

ская выполнила заказ в — дней; значит, срок заказа был 
Рг + 3 ) дней. Срок заказа второ/1 мастерской был тот же. 
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Следовательно, 



іЯХі 
х +4 


6 . 


Отв. Первая мастерская шила в день по 20 костюмов, 
вторая —по 24 костюма. 


430. Пусть скорость парохода, идущего иа юг, х км/час, 
а парохода, идущего на запад, (л: + 6) км/час. Так как на¬ 
правления движения перпендикулярны, то по теореме Пифа¬ 
гора 

(2дг)* (2 (х 6)1* = 60*. 

Отв. Скорость первого парохода 18 км/час, второго — 
24 км/час. 


431. Два скачка собаки составляют 4 м\ 3 скачка лисицы 
составляют 3 м. Следовательно, когда собака пробегает 4 м, 
расстояние между собакой и лисицей сокращается па 
4 м—3 м — \ м. Первоначальное же расстояние между 
ними в 30 раз больше. Значит, собака догонит лисицу, когда 
пробежит 4 м • 30 = 120 м. 

Отв, На расстоянии 120 м. 

432. За 1 мни, минутная стрелка поворачивается на 6’, 

а часовая — на • Когда часы показывают 4 часа, угол 
между часовой и минутной стрелками равен 120°. За х ми¬ 
нут стрелки поворачиваются соответственно на Ох и ^ х гра¬ 
дуса. По условию 6 л: — л:» 120, 

9 

Отв. Через 21 ^минуты. 

433. Обозначим через і время следования поезда от А 
до С (в часах) и через ѵ —установленную скорость (в км/час). 

По условию путь АВ пройдён за час. при скорости 
ѵ км/час, а путь ВС — за ^-час, при скорости 0,75. ѵкм/час. 

Значит, АВ = ѵ^км и ВС = 0,75 « ѵ км. По условию на 

обратном пути участок СВ был пройдён со скоростью ѵ, 
а участок В А — со скоростью 0,75 ѵ. Значит, участок СВ был 
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„ „ 0,75 ѵі 0,151 о л 

пройдёи за время : ѵ, т. е. за час., а участок ВА — 

аа ^: 0,75 ѵ, т. е. за час. По условию 

і . 0 , 75 / 5 , . 

г-О^б" 1 " 2 ~12“Г • 

Отв. 10 час. 


434. Положим, что велосипедист ехал со скоростью 
ѵ км/час; тогда скорость, которая предусматривалась, равня¬ 
лась (ѵ —1) км/час. Фактически велосипедист был в пути 

3» 30 г, 

— час., а полагался срок р ^ час. По условию 

30 30_3 

ѵ —I ѵ 60* 

Отрицательное решение ѵ = — 24 не годится. 

Отв. 25 км/час. 

435. Пусть скорость поезда по расписанию составляет 
х км/час. Тогда фактическая скорость была (дг+ 10) км'час. 

Продолжительность пути по расписанию —час., а фактиче- 

80 п * 

екая х ц) Час. По условию 

80 80 16 
* х 4* 10 в 60* 

Отв. 50 км/час 

436. Первую половину пути поезд шёл х час. Тогда, 
чтобы придти бев опоздания, он должен был пройти вторую 

половину за х — ^ часа. В первую половину пути скорость 
420 420 

поезда — км/час, а во вторую-р км/час. По условию 

х ~2 

420 420 „ 

1 х ~ 

х 2 

Уравнение имеет один положительный корень. 

Отч. 21 час. 
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437. Пусть скорость первого поезда х км/час, скорое гь 
второго у км/час. 3 первом случае первый поезд пройдёт 
до встречи Юлг км, второй 10 у км. Следовательно, 

10* -4- 1 Оу =а 650. 

Во втором случае первый поезд пройдёт до встречи 8дг км, 
а второй (который шёл 8 час.+ 4 часа 20 мин. = 12 у часа) 

пройдёт 12 у. Следовательно, 

8* 12уу = 650. 

Отв. Средняя скорость первого поезда 35 км/час, вто¬ 
рого — 30 км/час. 


438. Пусть скорость первого поезда х км/час, я вто¬ 
рого у км/час. Расстояние в 600 км первый поезд проходит 

600 „ 600 „ 
за — час., а второй — за — час. По условию 

600 , „ _бОО 250 200 

к ~ у * X “ у * 


Отв. Скорость первого поезда 50 к -/час, второго — 
40 км/час . 


439. Если длина пути * км, то при скорости 3,5 км/час 
дачник пройдёт это расстояние за часа. А так как >н 
опоздает к поезду на час, то в момент его выхода до отхоіа 
поезда оставалось — 1^ час. Через час после вых-,и 

дачника оставалось до отхода поезда — 2^ часа, апроГіи 

нужно было ещё (лг — 3,5) км. При скорости 5 км/час 

х 3 5 

дачник пройдёт это расстояние за -г- 1 - час. Так как он 

О 

придёт за часа от отхода поезда, то 

х г, х — 3,5 1 

3,5 * 5 ~2’. 


Отв. 21 км, 
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440. Пусть скорость велосипеда х км/мин, а автомобиля 
у км/мин. Автомобиль пробыл в пути 10 мин., а велосипе¬ 
дист 10-}-15 = 25 мин,, когда его догнал автомобиль. 
В этот момент расстояния, пройдённые ими, были одинаковы. 
Следовательно, 25.x =1 Оу. Когда на обратном пути автомо¬ 
биль встретил велосипедиста, автомобиль прошёл 5 Оу к», 
а велосипедист 65* км. Эти расстояния в сумме дают двой¬ 
ное расстояние от Москвы до Мытищ. Поэтому 65* -}- 50у = 38. 
Решая систему уравнений, находим х = 0,2; у = 0,5. 

Отв. Скорость велосипедиста 0,2 км/мин =12 км/час: 
скорость автомобиля - 0,5 км/мин = 30 км/час. 


441. Пусть поезда встретились через х час. после вы¬ 
хода скорого поезда. Тогда почтовый поезд в момент встречи 
находился в пути (х-}-3) часа. До места встречи каждый 
поезд прошёл 1080: 2 = 540 (км). Значит, скорость первого 
540 540 

поезда — км/час , а второго — км/час. По условию 


640 540 

х дс + 3 


15. Годится только один корень х = 9. 


Отв. Через 9 час. после выхода скорого поезда. 


442. Пусть первый велосипедист ехал х час. Рассуждая, 

„ 36 42 

квк в предыдущей задаче, составим уравнение —у — — = 4. 

Отв. Скорость первого велосипедиста 14 км/час, а вто¬ 
рого 18 км/час ; первый ехал до встречи 3 часа, а второй 
2 часа. 


443. Пусть расстояние АВ между пунктами отправления 
есть х км, и пусть первый пешеход пройдёт его за у час. 
По условию второй проходит путь ВА за (у — 5) час. 

Значит, за час первый проходит у- км, а второй - км. 

За час расстояние между пешеходами сокращается на 

(у +у=ъ) км > 33 3 Т ча са — на 3 1 + ^). Так как 

через 3 у часа они встретились, то ^ ’З" (у 4" у^ь ) в=в ** 
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Так как х ф 0, то обе части можно разделить на х. Получаем: 



Отсюда находим у. Значение х остаётся неопределённым. 

Отв. Первый пройдёт всё расстояние за 10 час., второй — 
за 5 час. 

444. Обозначим пункт встречи через С. Пусть АС = х км; 
тогда по условию СВ — (х-\- 12) км. Далее, по условию пер¬ 
вый турист прошёл путь СВ за 8 час. Значит, его скорость 
, I іо 

-Т — км/час. Так же найдём, что скорость второго туриста 

км/час. Следовательно, путь АС первый турист проделал 
х ”1" 12 8л: 

за х : — = х~+Т2 час *’ ВТ 0 Р 0Й же Т УР ИСТ прошёл путь ВС 

о / х г |21 

ва ~ —- час. А так как второй был в пути на 6 час. 

больше, чем первый, то 

9 (лг+12) 8х е 
х х + 12~° ш 

При решении этого уравнения можно ввести вспомогательное 
х - 1 " 12 8 

неизвестное = г. Получим 9х— — = 6 . Из двух кор¬ 
ней ^ и 2 а = — второй не годится, так как обе 

величины х = АС и х -\-\2 = СВ должны быть положитель- 
^ 1|2 4 

ными. Из уравнения — = у найдём х = 36. Значит, АС=> 
= 36 км, СВ = 48 км. 

Оше. АВ — 84 км. Скорость первого туриста 6 км/час’, 
скорость второго туриста 4 км/час. 

445.3адача сходна с предыдущей. Пусть дирижабль пролетел 
до встречи х км ; тогда самолёт до встречи пролетел (х-[-Ю 0 ) км. 
х -4- 100 

Скорость дирижабля —^— км/час; скорость самолёта 
—“гг— км/час. От своего аэродрома до места встречи дири- 

>Т 

л „ „ х +100 Зх „ 

жабль летел х: —4— — — ■ ж час.; самолёт же летел от 

л X -р КЛ/ 
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1 т (X + 100) 

своего аэродрома до места встречи -—- час. Полу¬ 

чаем уравнение 

Зх 3‘ ( ' г + ,0 °) А . I X \а 4 

* + 100 в х » т * е * и+100У “ 9* 

х 2 

Следовательно, -- ^удо == — у» откуда х = 200; второй ко¬ 
рень не годится. 

Отв. Расстояние между аэродромами 500 км; скорость 
дирижабля 100 км/час; скорость самолёта 150 км/час. 


446. Первый способ. Можно решать, как предыду¬ 
щую задачу. Получим уравнение 

\х — а) т ' * ' х — а * 

Отсюда 

аУп , 

Ѵп-Ѵт' 

Затем найдём скорости 


Второй способ. Обозначим через С точку встречи. 
Так как первый пройдёт расстояние СВ за т часов, то 
СВ^аѵ^т км. Аналогично С А « км. По условию 

С А — СВ = а. Получаем уравнение пѵ г —- тѵ х = а. На про¬ 
хождение участка АС первый пешеход затратил время — час.; 

Ѵі 


значит, с момента его выхода до встречи прошло ^2 час. 
Аналогично с момента выхода второго пешехода до встречи 
прошло час. Так как оба вышли одновременно, то 

п^ — т^. Из последнего уравнения находим ѵ і : ѵ. 2 = 
«= УН ; У и. Это уравнение решаем совместно с первым. 
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Для симметрии полезно ввести вспомогательное неизвестное 
Подставляя в первое уравнение выражения 

ѵ х = Ѵаі\ г; я = V ті, получим (л Уііі — т,]/п)1 = а, откуда 
I — —-т-2-=■; теперь находим: 

пУ т —т\п 

ѵ — лУ* ѵ — «У* 

1 п Ут — тУя ' 9 я Ут — тУп 

Замечание. Задача имеет решевие только п том случае, 
когда я Ут>тУгГ; _деля обе част»_этого неравенства на положи* 
тельное число У тУ іи, получаем У я > У~т, т. е. я > /я. Эго )С- 
ловие можно получить и иепосредствеиио из условия задачи: так 
как до встречи первый пешеход прошёл большее расстояние, чем 
н горой, то его скорость больше, чем скорость второго. С другой 
сторовы, персому пешеходу до конца пути остаётся пройти меньше, 
чем второму. Следовательно, первый прилёт в В скорее, чем второй 
придёт в А 

Ото, Скорость первого пешехода — - іУ^ - — -р= км/час, 

пУ т — туп 

скорость второго — Г ЛУ т км/час. 

пУт—тУя 


447. Пусть в 1 сек. первое тело пробежит х градусов, 

а второе у градусов. Из первого условия находим ——— _ 5. 

У зс 


Каждую секунду расстояние между телами (по дуге) увели» 
чивается на (л:— у) градусов. За время, протекающее от 
одного схождения до следующего (т. е. за 100 сек.) рас¬ 
стояние должно увеличиться на 360°. Поэтому 100 (ж— у)=> 
=,360. Полученная система имеет два решения (ж, = 18, 
>', = 14,4: ж а = —14,4, у 2 *=а—18). Оба они годятся, но 
физический смысл их один и тот же (меняются только но¬ 
мера тел и направление движения). 


Отв. 18 е ; 14*24'. 


448. Обозначим скорость одного тела (выраженную в 
м/мин) через ж, а скорость другого —- через у. Положим, 
что ж > у. Пусть тела движутся в одном направлении и 
сходятся в некоторой точке А. Пусть ближайшая следующая 
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встреча происходит в точке В (заранее не исключается, 
что точка В совпадает с точкой А\ это будет, например, 
в случае, если скорость первого тела вдвое больше скорости 
второго; в этом случае до ближайшей встречи первое сде¬ 
лает два полных оборота, а второе — один). 

На пути от А к В (этот путь может для одного тела 
или для обоих перекрывать сам себя) второе тело отстаёт 
от первого, и в момент ближайшего совпадения отставание 
составит длину полной окружности. Так как между двумя 
ближайшими соединениями тел протекает 56 мин., за кото¬ 
рые первое тело проходит 56х м, а второе 56у и, то длина 
окружности равна 56х— 56у. 

Пусть теперь тела движутся в противоположных напра¬ 
влениях. Тогда пути, пройдённые ими за время, протекающее 
между двумя ближайшими встречами, т. е. за 8 мин., в сумме 
составят длину окружности. Следовательно, длина окруж¬ 
ности равна 8х 4- 8у. Имеем уравнение 56х — 56у = 8х 8у. 

В условии задачи сказано далее, что за 24 сек. расстоя¬ 
ние между ними уменьшилось на 40 — 26= 14 (ж). За ти 
24 сек, тела не встречались; поэтому уменьшение ргсстоя- 
ния равно сумме путей, пройденных телами за 24 сек. = 

= у мин. Получаем второе уравнение 

2 г 2 1Д 

Т х+ т у=14. 

Ошв. 20 м/мин; 15 м/мин\ 280 м. 


449. Пусть х и у—положительные числа, выражающие 
скорости точек в соответствующих единицах (если с — дли¬ 
на окружности з метрах, то единица скорости 1 м/сек и 
т. п.; в задаче не указано, в каких единицах измеряется 
длина). Положим,-что х > у. Тогда имеем систему уравнений: 

іх — іу = с; — — — = п 

* ух 

(вывод первого уравнения см. в предыдущей задаче). Под¬ 
становкой находим уравнение 

псу* 4~ псу — с* = 0. 
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с (V 4* 4я/ я) 

Его положительный корень у = -(второй ко¬ 
рень отрицательный). _ 

с(Уп а + 4я* + п ) 

О/ил. Ббльшая скорость численно равна —^^- - —, 

с(У"л а + 4л* — п) 
меньшая скорость --. 


450. Пусть скорость парохода в стоячей воде х км/час. 
80 , 80 в 1 

Имеем уравнение х + х _^ = ° -д • 

Отв. 20 -км/час. 


451. Отв. 9 км/час. 


452. Пусть скорость течения х км/час, а скорость лодки 
в стоячей воде у км/час. Первое условие даёт уравнение 
90 90 2 

= 10, второе условие—уравнение у— — = 

О 

= —уу. Для решения этой системы удобно положить 


_ 1 _ 

у + х 


= и; 


1 

у — х 


= ѵ. 


Решая систему 


20и-|-20г»= 10; 2г» = 3и, 


находим 

И= Т ; ® = т * е - У + х==5 '> У~ х “у. 
5 

откуда х = 

0/ив. км/час. 


453. Пусть плот проплывает расстояние о кл от Киева 
до Днепропетровска за х суток. Тогда его скорость, равная 

скорости течения Днепра, есть км/сутки. По условию 
скорость парохода, идущего по течению, равна у км/сутки. 
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Следовательно, скорость парохода в стоячей воде будет 
^ ^ км/сутки. А так как скорость движения паро¬ 

хода против течения составляет км/сутки, то скорость 

его в стоячей воде равна ^ ^ км/сутки. Имеем урав¬ 

нение 

а, а а , а 
~2 — ~ = "д" "т" ~х * 

О те. 12 суток. 

454. Пусть скорость первого тела х м/сек, а второго — 
у м/сек. Первая встреча происходит при движении первого 
тела от А к В (через 10 сек. после выхода второго тела, 

е. через 10 4-11 = 21 сек. после выхода первого тела). 
Получаем уравнение 21дг-|-Юу = 301. Вторая встреча про¬ 
исходит при обратном движении первого тела (через 45 сек. 
после выхода второго тела, т. е. через 56 сек. после выхода 
первого тела). Если С есть пункт второй встречи, то пер¬ 
вое тело проходит расстояние АВ-{-ВС, п второе — расстоя¬ 
ние ВС. Разность этих расстояний есть АВ = 301 м. Имеем 
второе уравнение 56х — 45у = 301. 

Оте. Скорость первого тела 11 м/сек, второго —- 7 м/сек. 


455. Пусть скорость при движении в гору х км/час, по 
ровному месту —у км/час и под гору — г км/час. Вернув¬ 
шись обратно с полпути, посыльный прошёл 14:2 = 7 км; 
3 км он шёл в гору, 4 км — по ровному месту, потом (на 
обратном пути) ещё 4 км по ровному месту и, наконец, 
3 км под гору. По условию 


3.4, 4,-3 „3 3.8,3 „ з 

дг 1 у 1 у 1 я 5’ х 1 у ‘ г 5. 


Два других условия дают: 

3,5,6 о 9 6,5,3 „17 і 

х~Т~у~Т~г— д 20* х~і~ у + *“ 3 20* 

Находим 4-, а затем х, у, г. 

Хул 

Оте. В гору 3 км/час ; по ровному месту 4 км/час; под 
гору 5 км/час. 
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456. Пусть норма х листов в день и срок у дней. Тогда 
по условию 

(х —2)(_у — 3) = ху и (* + 4)0/ — 5) = ху. 

Отв. 120 листов, 15 дней. 


457. Пусть рабочий сделал х деталей в у дней. Тогда 
ежедневно он изготовлял у деталей. По условию, если бы 

он ежедневно изготовлял у 4*10 деталей, он выполнил бы 
работу за у — 4-~- дня. Значит, (у+ 10 )(> — 4 

Другое условие даёт уравнение ^у—5^(_у 3> = ос. Полу¬ 

чаем систему уравнений: 

Юз/-4Іі=45. 

— 5_у4-3у = 15. 

Помножаем второе уравнение на 2 и складываем с первым; 
получаем у = 50. Подставляя это значение во второе урав¬ 
нение, находим у = 27. Следовательно, х = 50у= 1350. 

Замечание. Эту задачу можно решить как предыдущую, 
если вместо неизвестного х ввести величину г — число деталей, изго¬ 
товляемых в день. Получилась бы та же система ураввений, где ве- 

личина — была бы заменена через г. 

У 

Отв. Рабочий сделал 1350 деталей ва 27 дней. 

458. Пусть ежедневная норма машинистки х листов, 
а срок окончания работы у дней; тогда работа содержит ху 
листов. По условию, вырабатывая в день х-{-2 листа, ма¬ 
шинистка затратит у — 2 дня. Значит, работа содержит 
(х-\-2) (у — 2) листов. Следовательно, 

(х + 2)(у — 2) — ху. 

Таким же образом получаем другое уравнение 
( х -{- 0,60*) (у — 4) = ху 8. 

Отв. Норма 10 листов в день; срок исполнения 12 дней. 
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459. Пусть первый рабочий выполняет работу в х час. 

Тогда имеем уравнение ± “І - ,^Т{Гі 2 = "§"• 

Отв. Первый рабочий может выполнить всю работу в 12 час., 
второй — в 24 часа. 


460. Если первая труба наполняет бассейн в х час., то 
вторая наполняет его в (лг-{-5) час. Условие задачи даёт 
уравнение 



1 

х + 5 


6 * 


Отв. Первая труба наполняет бассейн за 10 час., вто¬ 
рая— за 15 час. 


461. Пусть, работая отдельно, первый может выполнить 
работу за х час., а второй — за у час. Тогда в один 

час первый выполняет — часть всей работы, а второй ± 

х у 

1 15 

часть. По условию 7 • — -{-4 • — =-д. После совместной 

четырёхчасовой работы первый отработал 7-}- 4 =11 час., 
а второй 4 —{— 4 = 8 час. По условию оба вместе выполнили 

1 — ^ всей работы. Следовательно, 11 • ± 8 • ± = 

Помножая первое уравнение на 2 и вычитая из второго, на- 

13 11 

ходим 3 • — = , откуда л: =18. Затем находим — = 24 . 

откуда у = 24. 

Отв. Первый мог бы выполнить работу за 18, второй — за 
24 часа. 


462. Обозначим искомые числа через х и у. Четыре 
крана большей мощности работали 2-{-3 = 5 час.; два крана 
меньшей мощности работали 3 часа. Поэтому (см. решение 
предыдущей задачи) 

4. 5 . ±4-2.3.1 = 1. 

X 1 у 

Второе условие даёт 

4.4,5.14-2.4,5.1= і. 

Отв. В 24 часа; в 36 часов. 



258 


ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ 


463 


463. Пусть трехтонная машина может перевезти груз за 
х час., а пятитонная — за у час. По условию (см. решенгіе 
задач 461—462) 

30 . 8 - —-4-9.6.— = 1 и 9*8»—4-30'6* — = Л.' 

х ' у у 1 х 15 

Отв. х = 300; _у = 270; 30 пятитонных машин перевезут 
груз за 270:30 = 9 час. 

464. Пусть первой машинистке для выполнения всей ра¬ 
боты требуется х час., а второй— у час. Когда первая про¬ 
работала 3 часа, вторая проработала 2 часа. Обе они вы- 

9 11 

полнили 1—5 о = 20 всей Р а ® оты * Получаем уравнение 

3 , 2_П 
х "г у ~ 20* 

По окончании работы машинистки сделали поровну, т. е. 
каждая сделала половину работы.- Значит, первая потратила 

~ час., а вторая ^ час. А так как первая работала на час 
дольше, чем вторая, то 



Система имеет два решения, но одно не годится, так как 
даёт для' у отрицательное значение. 

Отв. Первая машинистка в 10 час., вторая в 8 час. 

465. Задача сходна с предыдущей. Получаем уравнения 

2_ , Ъ5__П. х___У_ 1 

х~Т~ у ~~ 30 ’ 2 2 = 2 ’ 

где х и у — продолжительность пробега поездов (в часах). 
Из двух решений системы годится одно. 

Отв. 10 час.; 9 час. 

466. Пусть в одну минуту через первый кран поступает 
х л, а из второго вытекает у л. По условию полная ванна, 
вмещающая 2 X 9 X 2,5 = 45 л, при действии обоих кранов 
опорожняется в 1 час. Значит, в 1 мин. количество воды 

уменьшается на ^ = л. Следовательно, у — х = Сдру- 
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гой стороны, через один первый кран ванна наполняется 
за — мин., а через один второй она опорожняется за — мин. 
По условию 

45_15—5 

х у- • 


Система уравнений 


у — х 

45_45 

х у 


3 


4 ' 


= 5 


имеет два решения ^х 1 — 2 -І-; = 3 и х 2 = — 3 ;= — 2 . 

Второе решение не годится (хк у должны быть положитель¬ 
ными числами). 

Отв. 2 -і- л/мин\ 3 л) мин. 


467. Пусть срок окончания есть х дней; тогда суточный 

план кубометров. Бригада работала х — 8 дней; зна- 

* 8000 , _ 
чит, ежедневно вынималось -о- кубометров. По условию 

8000 8000 , л ы Х в « . 

^ —^ -— = 50. Из двух корней этого уравнения (х г = 40 

и Хд =— 32) годится только положительный х = 40. Зна¬ 
чит, суточный план составлял —200 кубометров; пере¬ 
выполнение плана на 50 лР составляло 


50 • 100 
200 


25°/ 0 . 


Отв. Срок окончания 40 дней; процент перевыполнения 25. 


468. Пусть первая бригада ремонтировала х км в день; 
тогда вторая ремонтировала (4,5 — х) км в день. Первая 

бригада работала — дней; вторая Л . 10 ■ дней. По условию 

у — ■ = 1. Уравнение имеет корни х г = 2 и х я = 22,5. 

Второй не годится, так как по смыслу задачи число 4,5 — х 
должно быть положительным. 

Отв. Первая бригада ремонтировала 2 км, а вторая 2,5 км 
пути в день. 
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469. Пусть первый рабочий может выполнить всю ра¬ 
боту за х час., а второй — за у час. Значит, половину ра¬ 
боты первый сделал за час.; остальную часть (т. е. тоже 

половину) второй сделает за ^ час. По условию у -{- |=25. 

Другое условие (см. решение задачи 461) даёт 

Отв. Один из рабочих (либо 1-й, либо 2-й) может выпол¬ 
нить работу в 20 час., другой — в 30 час. 


470. Пусть один трактор может вспахать поле за х дней, 
а другой — за у дней. Имеем (ср. предыдущую задачу) си¬ 
стему уравнений: 


1 ,11. л , у_ 
х ' у і ' 2 2 


6 . 


Её можно заменить системой х-\-у — 2к\ ху = 26/. 

Отв. Один из тракторов за (к +- {/б 9 — 26/) дней; дру- 
гой — за (6 —у 6 2 —26/) дней. Задача возможна при >/. 


471. Пусть все три землечерпалки, работая вместе, могут 
выполнить работу в х дней. Тогда одна первая может выполнить 
работу в (я-{-10) дней, одна вторая — в (я-{-20) дней и 
одна третья—-в 6х /ней. В один день первая машина вы¬ 
полнит часть работы, одна вторая часть, 

третья ^ часть, а все вместе -і- часть работы. Имеем урав¬ 
нение 

_!_ і_ і_ = 1 

.*+10-Г*+ 20-Г6л: х . 

Отв. Работа может быть выполнена первой землечерпал¬ 
кой в 20 дней, второй — в 30 дней и третьей — в 60 дней. 


472. Если второй рабочий может выполнить работу за х 
дней, то первый — за (л: 3) дня. Первый рабочий, про¬ 
работав 7 дней, выполнит всей работы; второй, про- 

ВІ 

1 К 0 2 

работав 7— 1 ‘ 2 == ^‘2 Д ней , выполнит — всей работы. 
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Получаем уравнение 


л_ + 5 і. 

х + 3^ ^ 


1 . 


Отв. Первый рабочий выполнит всю работу за 14 дней» 
второй — за 11 дней. 


473. Пусть первым трактором можно вспахать веб поле 
8 а х дней, вторым — за у дней. Первое условие даёт 

І_і_І = ± 

х^у 8 * 

Первый трактор может вспахать половину поля за х дней. 
По условию другая половина может быть вспахана двумя 
тракторами за ^10 —-•^-л;^ дней. Отсюда получаем второе 
уравнение 

1 

^_ _ 2 

х 


І+і, 

** I у 


іо—: 


Сравнивая два найденных уравнения, получаем. 


1 

1 



1 

1Г* 


Отсюда х =12; подставляя в первое уравнение, находим 
.у в 24. 

Отв. Первым трактором можно вспахать поле ва 12 дней, 
вторым — за 24 дня. 


474. Так как рабочие приступали к работе через равные 
промежутки, и вследствие этого первый проработал в 5 раз 
больше времени, чем последний, то число рабочих было 
равно 5. Если последний работал х час., то общее число 
человеко-часов было *2*-|-3*4*5* « 15л. По 
условию, работая впятером, оии могли бы выполнить ту же 
работу в 6 час. Следовательно, 15л: =» 5 • 6, откуда л:» 2. 
Работа по прорытию канавы продолжалась столько времени, 
сколько работал первый рабочий, т. е. 5* час. 

Отв. Работа продолжалась 10 час. 
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475. Пусть первый рабочий может выполнить работу за х 
час.; получаем уравнение 

1,1 >1 1 


лг + 1 


2х' 


Отв. * = і(б/— 2 + /25/3 + 4/ + 4). 


476. Пусть первый кран наполняет бассейн за х час., 
в второй — за у час. За 1 час первый кран наполнит часть 

бассейна, а по условию он был открыт час., значит, 

часть бассейна. Анало- 


вода из первого крана заполнила 


з- 5 ' 


1 

3 * 


гично найдём, что вода из второго крана заполнила-часть 

13 

бассейна. Так как после этого заполнилось тз бассейна, то 

ІО 

\ 1 у * 1 х 13 

Ѵх+т У“І8\ 


Второе условие даёт уравнение 


_і_ , 2 

* ~т~ у — 18* 


Эту систему можно решить следующим образом. Если 
у 

положить = г, то первое уравнение примет вид 

1 ,11 13 

Т г ~г Т*Т = Тя- 


Отсюда 
в виде 


. Второе уравнение представим 


Т+ 1 = =Г 8 ^ 

Подставляя сюда ^ = найдём у = 9; значит, х = 

2 у 2 

= -д у= 6. Подставляя у = -д-, найдём у = 6 и х = 9. 

Отв. Один из кранов наполняет бассейн за 6 час., дру¬ 
гой— за 9 час. 
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477. Если норма ежедневной кладки была х тысяч штук, 
а в действительности укладывали у тысяч штук в день, то 
будем иметь систему уравнений 


/ 120 120 4 
I 3_у — 4.ѵ = 5. 


Ото. Норма в день 10 тысяч кирпичей; в действитель¬ 
ности укладывали 15 тысяч кирпичей. 


478. В следующей таблице даны последовательные коли¬ 
чества воды (в литрах) в трёх сооздах (I, 11, ІИ): 

1 х', ^ х; |лг; + + 1 

и у ^х+у, 4(т*+>); т(т*+- 5 ') 

111 а; а; 7Й*+- )/ ) + г; Щ(у *+*) + *] * 

Каждое из выражений последнего столбца по условию равно 9. 
Ото. 12 л, 8 л, 7 л. 


479. Если первый раз вылили х л спирта, то осталось 

0*4 с 

(64 — х) л спирта; второй раз было отлито —^—лгл чистого 


спирта. Осталось 
64 — х- 


64 


64 

ЙП*“ ^(64-*) э л 

чистого спирта. Получаем уравнение 

— (64 — х) я = 49. 

Ошв. Первый раз вылили 8 л спирта, второй раз 7 л. 
480. Перелив х л спирта и дополнив второй сосуд во¬ 
дой, будем иметь во втором сосуде ^ л спирта на каждый 
литр смеси. Обратно переливается х л смеси; в них содер¬ 
жится х — А спирта. После обратного переливания ко- 

Аі А) / 

личество спирта в первом сосуде составляет ( 20 — ■ ѵ + ]о) - г - 
Теперь из первого сосуда отливается 6 9 / 3 л смеси, т. е. 
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составляет у всего количества этой смеси. Вместе с тем 
на у уменьшается и количество спирта, т. е. в первом 

сосуде остаётся у (20 — х ~\~ш л спирта. Так как коли¬ 
чество спирта в обоих сосудах неизменно равняется 20 л, 
а по условию в обоих сосудах теперь содержится одинаковое 
количество спирта (т. е. по 10 л), то 

К 20 —'+*)= і°- 

Отв. 10 л. 

481. Пусть из сосуда выпущено х л воздуха и введено 
такое же количество азота. В оставшемся количестве (8 — х) л 
воздуха содержится (8 — х) 0,16 л кислорода. Это количество 

о і (8 — аг) 0,16 

приходится на 8 л смеси, так что на 1 л приходится --у- л 

кислорода. Следовательно, когда вторично х л смеси заме¬ 
няется х л азота, остающееся количество (8 — х) л смеси со* 

держит - 8 -~.(8 — х) = (8 — х) 2 • 0,02 л кислорода. Зна¬ 
чит, по отношению к общему количеству смеси (8 л) содер- 
жание кислорода составляет ^—■—. 100 = -——-. По 

/о __ ^,\2 о 4 

условию-—|—- = 9. Из двух корней (лг, = 2, лг 2 = 14) 

годится только первый, так как больше 8 л выпустить нельзя. 
Отв. 2 л. 

482. Пусть у первой колхозницы было х яиц, а у второй 

у яиц. Если бы первая продала у яиц, то, по условию, вы¬ 
ручила бы 72 руб. Следовательно, она продавала яйца по 
72 72 

— руб. за штуку и выручила — х руб. Таким же образом 

32 

найдём, что вторая выручила —у руб. Имеем два уравнения: 

32 72 . 1ЛЛ 

-у = -х\ х-\-у = 100. 

.. /у У 72 у 3 , 

Из первого находим (у 1 = откуда ^ = -у (отрица¬ 
тельное значение ^ = — -у не годится). 

Отв. У первой было 40 яиц, у второй 60 яиц. 
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483. При обозначениях предыдущей задачи получаем си¬ 
стему 

X у , 

т — = п — \ х + у = а. 
у х 1 

Из первого уравнения находим х :у = У п :У т. Делим за¬ 
тем а на части, пропорциональные Уп и Ут. 

~ .г „ я 1 Гп „ а Ут 

Отв. У первой - Т = 1 - — — л, у второй ~ л. 

у т-\-у п У т-\- У п 

484. Пусть первый двигатель расходует в 1 час х г бен¬ 
зина, а второй —у г; тогда 600 г бензина первый израсхо¬ 
довал за ^ час., а 384 г бензина второй израсходовал за 

384 п 600 384 от? л 

■— час. По условию -= 2. Если бы первый расхо- 

У х у 

довал в 1 час у г бензина, то за ^ час. расход бензина был 

«600 « » , 

бы — • у г, а если бы второй расходовал в 1 час х г, 

384 , 384 

то за — час. он израсходовал бы — • х г; по условию 

600у _ 384л: 
х у ' 

Отв. Первый расходует 60 г\час, второй — 48 г/час. 

2 

485. В х кг первого сплава содержится х кг золота и 

2 

х кг серебра. В (8 — х) кг второго сплава содержится 
3 7 

^(8 — х) кг золота и ^ (8— х) кг серебра. Получаем урав¬ 
нение 

Отв. 1 кг первого сплава и 7 кг второго. 

486. См. решение предыдущей задачи. 

Отв. 9 вёдер из первой бочки и 3 ведра из второй. 
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487. Пусть третий сплав содержит х частей первого и 
у частей второго сплава, т. е. на х кг первого сплава при¬ 
ходится у кг второго сплава. Тогда в (лг+у) кг третьего 

сплава содержится (-^ х-\- -^-у) кг первого металла и 

х + -|у^ кг второго металла. По условию 

(і х +ту) : (ъ х + ту)= 17:27 - 

Приведя делимое и делитель к общему знаменателю (15) и 
деля их на у, получим 

(бі + е):(і0.-і+9)-17:27. 
откуй зу. 

Ош. На 9 частей первого сплава нужно взять 35 частей 
второго сплава. 


488. Пусть в 1 мин. большее колесо делает х оборотов, 
а меньшее —у оборотов, у>дг. Имеем уравнения 


у — лг = 400; 


_ 1 _ 

х у 60 * 


Второе уравнение можно представить в виде ху — 300 (у — х), 
т. е. ху — 120000. 

Ош. Большее колесо делает 200 оборотов в минуту, 
меньшее — 600 оборотов. 


489. Пусть окружность переднего колеса равна х дм, 
а окружность заднего — у дм. Имеем два уравнения: 


180 

х 



и 


180 
х + 6 


180 
у—6 


4. 


Первое преобразуется к виду 18 (у — х) — ху\ второе — 
к виду 39 (у — х) — ху + 504. Из этих двух уравнений 
найдём у — х — 2\\ дгу==432. 

Отв. Окружность переднего колеса 12 дм, заднего — 
36 дм. 
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2 

490. В первый и третий дни было выгружено 600 • у = 

= 400 от; во второй день выгружено 600 от — 400 т — 200 от. 
Пусть в первый день выгружено х от; тогда в третий день 
выгружено (400 — х) от. Уменьшение выгрузки по второй 
день по сравнению с первым днём было (д— 200 ) от, что 

составляло 2 -_-% от выгрузки первого дня. Умень¬ 

шение выгрузки в третий день по сравнению со вторым 
днем было 200 — (400 — д) = (д—200)от, что составляло 

(г—200) 100 0/ х — 200 п/ п 

- 2 о(Г-% или — 7 Г~ % выгрузки второго дня. По ус¬ 
ловию 

х — 200 (д— 200) 100 

- 2 - 1 -°- 

Найдём два корня д, = 250; д, = 160. Второй корень не 
годится, так как по условию выгрузка с каждым днём 
уменьшалась, между тем как при х=160 выгрузка соста¬ 
вляла бы: в первый день 169 от, во второй 200 от ив тре¬ 
тий 240 от. 

Отв. В первый день было выгружено 250 от, во второй 
200 от, в третий 150 от. 


491. Пусть первый раствор весит х кг, тогда второй 

веси г (10 — х) кг. Процентное содержание безводной серной 

0.8.100 80 0.6-І00 

кислоты в первом растворе -= —, а во втором гтг-= 

X X 1ѵ X 

00 п 

= -гтт-. По условию 

10 — д 1 



Уравнение имеет два положительных корпя д, = 20 и д 2 = 4. 
Так как по условию д< 10, то первое решение не годится. 
Отв. 4 кг и 6 кг. 


492. Если в первом сплаве было д% меди, то во втором 
было (д -Ь 40) %. Первый сплав весил Ь ‘^°° кг, а второй — 

12-100 п 000 , 1200 сл 

кг ' Получаем Уравнение ——Ь д. + 4 о~ = 50. 

Отв. 20% и 60%. 
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493. Пусть скорость товарного поезда х м/сек, а пасса¬ 
жирского у м/сек. За 28 сек. товарный поезд прошёл 28 х/м), 
а пассажирский 28 у(м)', получаем уравнение 

28лг + 28у = 700. 

490 

Товарный поезд идёт мимо светофора —— сек., а пассажир¬ 
ский сек. Получаем второе уравнение 

490 210 _ 35 

х у 

Отв. Скорость товарного поезда 10 м/сек, т. е. 36 км/час, 
пассажирского—15 м/сек, т. е. '54 км/час. 

494. Если число четырёхосных цистерн равно х, то число 
двухосных равно (х 5). Если одна двухосная цистерна весит 
у т, то одна четырёхосная весит 3 у т. Вес нефти в двухосной 
цистерне равен (40*0,3) т= 12 т. Четырёхосная цистерна 
с нефтью весит (3_у —)— 40) /те, а двухосная (у~{~ 12)т. Имеем 
первое уравнение 

х (3 у + 40) + (х + 5) (у + 12) = 940. 

Вес нефти во всех четырёхосных цистернах (40 х)т, а вес 
всех гружёных двухосных /х ~{-Ь){у-\-12)т. Имеем второе 
уравнение 

40* — (х + 5) (у + 12) = 100. 

Отв. Четырёхосных цистерн было 10, весом каждая по 
24 т, двухосных цистерн было 15, весом каждая по 8 т. 


495. Пусть первая машина проходит в день хм, а вто¬ 
рая ум. В первом случае первая машина выполнила бы 30°/ о 

всей работы, т. е. прошла бы —- = 18*(л), а вторая 


60.^* 80 
300 


= 16у (м). 


Имеем уравнение 


18*+16у = 60. 

2 

Во втором случае первая машина прошла бы • 60.у (м), 
затратив на это ~ • 60 • ^ дней. Вторая машина затратила бы 
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3 х 

. 60 • у дней. Имеем второе уравнение 


40у 


18 л: 


‘ 6 . 


Полученная система легко решается, если положить ^ = г. 

і/ 3 

К задаче подходит положительное значение а = —. 

Ош. Первая машина проходит в день 2 м тоннеля; 

. 1 

вторая » » » » 1 у л » . 


496. Пусть первая бригада может отремонтировать участок 
пути в х дней, а вторая — в у дней. По условию задачи имеем 
систему уравнений 



| 40* _40у „ 

I 100 300 • 

Ош. Первая бригада может отремонтировать участок 
в 10 дней, вторая — в 15 дней. 

25 

497. Пусть первая часть груза (составляющая ^р690 = 

е= 375 т) была перевезена за х час., и каждая трёхтонная ма¬ 
шина делала у поездок в час. Тогда каждая полуторатонная 
машина делала (_у —1— 1) поездку в час. По условию вторая 
часть груза (т. е. 690 — 375 = 315 т) была перевезена за 
(л: — 2 ) часа, причём трехгонные машины делали по (.у+ 1 ) 
поездок в час, а полуторатонные — по (у+ 1 )+ 1 =(^ + 2 ) 
поездок. Получаем систему уравнений 

5 • Зху + 10 • 1 -і-дг(:у+1) = 375, 

5.3(дг — 2)0>+ 1) + 10.1у(* — 2) СУ+ 2) = 315. 

После упрощений эти уравнения примут вид 
Г 2ху-\-х = 25, 

\ 2ху-\-Ъх — 4^ = 27. 

Вычитая первое уравнение из второго, получим 2х — 4_у = 2 . 
Отсюда 2у = х — 1. Подставляя в первое уравнение. 
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получим лг 2 = 25, т. е. х = 5. Первая часть груза была переве- 
эена за 5 час., вторая — за 5 — 2 = 3 часа. 

Отв. Груз перевезён за 8 час.; трёхтонные машины вна¬ 
чале делали по 2 поездки в час; полуторатонные—по 3 
поездки в час. 

498. Если х — ширина дорожки, то площадка вместе 
с дорожкой содержит (а -{- 2х) ф + 2х) м я . Имеем уравнение 
(я — 2х) {Ь 2х) 2 аЬ. 

Отв. ^[УЬаЬ — (я + 6)]. 

499. Число стульев в каждом ряду обозначим через х\ 
тогда число рядов равно . Получаем уравнение 

(дг + б)^—с)= 1,1я. 

После упрощений имеем: 

Юсдг 2 —р (я —)— ІО&с) х — 1 Ояб = 0. 

Отсюда 

— (а + 106с) ± У'(я + 106с)а+400я6е 
X— 20с * 

Если радикал взять со знаком минус, то х < 0; если взять 
со знаком плюс, то х > 0. 

Отв. Число стульев в каждом ряду 

У (л-Ь 106с) 2 + 400о6с — (« + 106с) 

20с 

500. Обозначим скорости тел (в м/сек ) через ѵ } и ѵ 2 ; 
пусть ѵ г > ѵ 2 . Первое условие даёт уравнение аѵ л -}- аѵ 2 = й\ 
второе даёт уравнение Ьѵ г — Ьѵ 2 — й. 

Отв. = + = — у). Задача имеет 

решение только при а < Ь. 


501. Обозначим скорость мотоциклиста (в км/час) через 
х, а велосипедиста — через у. Получаем систему уравнений 

2х + 2у = й-, = 

Отв. Скорость мотоциклиста й —■км/час. 


скорость велосипедиста 



км/час. 
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Б02. Если велосипедисту требуется х час., то пешеходу 1 
требуется (дг-)-с) час. Обозначим через у расстояние АВ 
(скажем, в километрах). До места встречи пешеход прошёл 

— —- км, а велосипедист проехал —км. Имеем уравнение 

X “р С х 


Так как у^°> 

х 2 — {а-\-2Ь — с) х — Ьс = 0. 


то 


а 6 
х + с 


1, ИЛИ 


Это уравнение имеет один положительный и один отри¬ 
цательный корень (так как произведение корней равно отри¬ 
цательному числу — Ьс). Годится только положительное ре¬ 
шение 


а + 26 — с + Ѵ(а + 26 — с) 2 + 4 Ьс 


Расстояние у остаётся неопределённым. Величину х -{- с 
можно найти либо из вышеприведённого выражения, либо 

из уравнения Л~~ — 1» положив х -]~с = г. Получим 

X С X 

уравнение — Ь - -}- =» 1. Берём только положительное 

решение. 

Отв. Велосипедисту требуется 


а + 26 — с + Ѵ"(я + 2Ь — с) 2 + 46с 
2 


час.. 


а пешеходу 


а + 26 + с + У (а + 26—с) 2 + 46с 
2 

_ (а + 26 + с) + У (я + 26 + с) 2 — 4 (а + 6) с 
=- й - 


час. 


БОЗ. Обозначим длину пути (в километрах) через х. 
Согласно условию поезд А должен по расписанию нагнать 

поезд В через час. после выхода. Фактически он нагнал 
лоезд В, пройдя (х — а) км, т. е. через — час. Следо* 

вательно, оба поезда шли до встречи на — час. меньше полб*' 
женного времени. Но поезд В должен был итти до встреча 
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— час., фактически же он прошёл расстояние х со ско¬ 
ростью и расстояние х — а со скоростью ѵ и эатра- 


тив на весь этот путь 




Следовательно, 


-я- х 

_х_ __3_. 


-3 х — а 


Отв. Длина пути равна - а ^ 2ѵ —— нм. Задача имеет ре¬ 
шение только при < 2ѵ. 

Б04. Пусть сберкасса даёт х°/ 0 . Тогда первоначально было 
положено -руб. В начале второго года на счету вкладчика 

было — -}- 15 -{- 85, т. е. 100^ руб. В конце второго 

года эта сумма обратится в ЮоДі руб. 

Получаем уравнение 

(™ + 1 “)( 1 +-га Г )“ 4 20- 

Отв. 300 руб.; 5%. 

505. Обозначим производительность станков А, В, С соот¬ 
ветственно через х, у, г. По условию 

х = -т(У+*Ь .ѵ в тпп<*+*>- 


Найдём из этих уравнений выражения х и у через г; сложив 
их, получим 

.. . .. Ю0(« + я) + 2тя 

х ~гУ— 10000 — тп ' г ' 


Искомое число процентов равно 


Отв. 100 


10000 — тп 
100 (т + п) + 2тп * 
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БОб. Примем за единицу измерения продукцию года, пред¬ 
шествующего первому. Тогда продукция 1-го года составит 

1 + -щ . По сравнению с ней продукция 2-го года возра¬ 
стает на д°/ 0 , т. е. на ^1 и составит 

О + тш)+( 1 +’Шо)'ж“( 1 + тж)( 1 + то)* 


Если продукция 3-го года возрастает на х°/ 0 , то она увели¬ 
чивается на (і + тйг)(і + ж)ж* 

По условию 

ТІПЙ + С 1 +ш)і00 + ( 1 +Іш)( 1 + ш)ш] == Ш* 


Отв. 


я , РЧ 

( 1 + ш )( 1 + Тоо) 


°/ 

/о* 


507. Пусть себестоимость всего товара составляет т руб. 
Тогда себестоимость первой проданной партии составляет 

а 0 /о от т, т. е. руб» По условию полученная от про¬ 
дажи прибыль составляет р°/ 0 этой суммы, т. е. -щ- • -щ- руб. 
Себестоимость товара, оставшегося после продажи первой 

партии, равна т --{Щ") РУ®- Себестоимость 

второй проданной партии составляет 6°/ 0 от этой суммы, т. е. 
т (і ^о)іШ РУ®' ^Р и продаже второй партии было по¬ 
лучено д°/ 0 прибыли; следовательно, эта прибыль составляет 

т і} Іоо)тоо *Тоо руб " 

Себестоимость товара, оставшегося после второй продажи, 
составляет 

т іоо “ _т ( 1 ~Тоо)тбо ==т ( 1 іоо)( І ню) РУ 6, 

Пусть эта остальная часть продана с прибылью х°/ 0 . Тогда 
прибыль от её продажи составит т ^1 — щ)(* — щ) Щ РУ 6 * 
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Общая прибыль будет 


от [іоо' кю "К 1 іоо) іоо * 100 --К 1 іоѳ)( 1 іоо)іоо] * 


' По условию общая прибыль должна составить г% от т руб., 
т. е. — руб. Следовательно, 


т 


-±-.-Р-Л-(\ —ЛЛА _, 

100 100 100/100 100 ^ 



Ь \ г і тг ' 

Іоо; 100 ] ТОО ■ 


Величина т сокращается. 


О/710. 


г іоо т (* іоо) 

і'-шХ'-ш) 


ч 

/о- 


608. Первый способ. Положим, что каждый из отре- 
ванных кусков весил х кг. Для краткости назовём первый 
сплав (весом т кг) «сплавом А», а второй — «сплавом В». 
Из двух вновь полученных слитков первый содержит (ія — х) кг 
сплава А и х кг сплава В, а второй — х кг сплава А и 
(п — х) кг сплава В. По условию процентное содержание 
меди в обоих слитках одинаково. А это возможно лишь в том 
случае, когда в двух слитках количества сплава А и сплава В 
пропорциональны. Получаем уравнение 


откуда 


т — х х 


х п — х ’ 


пт 

т + п * 


Второй способ. Пусть м кг есть вес меди в 1 кг 
сплава А, а ѵ — вес меди в 1 кг сплава В. Тогда в первом 
слитке (ія — х) и -)- хѵ кг меди, т. е. на 1 кг первого слитка 

приходится ~ *) “ кг меди. Аналогично выразится вес 

меди, приходящийся на 1 кг второго слитка. Приравнивая 
два найденных выражения, получим уравнение 

п [(т — х)и-\-хѵ\ = т [(я — х)ѵ-\-хи\. 
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содержащее три неизвестных х, и, ѵ. Его можно представить 
в виде 

(а — ѵ){тх -\-пх — тп) — 0. 

По условию сплавы А и В имеют различные процентные со* 
держания меди, т. е. величина а —• ѵ не может равняться нулю. 
Следовательно, 

тх + пх — тп = 0 . 

Отв. Каждый кусок весил ^ кг. 

509. Пусть в первой кучке первоначально было х х руб., 
во второй было х 9 руб. и т. д.; в последней (я-й) кучке перво¬ 
начально было х п руб. Первая кучка явно находится в осо¬ 
бом положении, так как из неб сначала изымается — часть и 

/I 

лишь в конце процесса она пополняется из я-й кучки, тогда 
как по отношению к каждой из остальных сначала произво¬ 
дится пополнение из предыдущей кучки, а затем изъятие 

— части. Поэтому рассмотрим какую-либо кучку, кроме пер¬ 
вой. Обозначим её номер через к. Первоначально в ней было 
х к руб., к ней прибавилось некоторое количество у руб. из 
(к — 1 )-й кучки, а затем из обшей суммы у-{-х к руб. была 

изъята часть. Осталось {у х к )- ~ руб. По условию 
имеем уравнение 

+**) = П) 

В предыдущей же ( к —1)-й кучке, если она ие была 
первой (т. е. если к Ф 2), должно было остаться А руб. 
(в первой кучке А руб. образуется лишь после пополнения 
ев из л-й кучки). Значит, до изъятия у руб. в ией было 
А -\-у руб. По условию изымаемая сумма у руб. составляет 

— часть от Л + у, т. е. 

Отсюда находим у = А. Подставляя в (1), получаем 
х к — А. Таким образом, во всех кучках, кроме, может быть. 
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второй и первой (прежде исключённых из рассмотрения), 
первоначально было по А руб.; 

х 3 — х 4 = ... = х п = А. (3) 

Неизвестное можно найти так. По условию сначала 
из суммы д;, руб. изымается — часть. Остаётся х г - руб. 

В конце процесса в первую кучку добавляется некоторая 
сумма у руб. из последней кучки. Получаем уравнение 

У + х^^—^А: (4) 


Рассуждая (применительно к я-й кучке) так же, как выше, 
найдём, что у = —5-гД. Подставив в (4), найдём: 

П — 1 


(я —2)л „ 

{п -1)* ' 

(5) 

Для разыскания х 2 имеем уравнение 


+ „ -А. 

(6) 


где определяется формулой (5). Решая это уравнение, на¬ 
ходим: 

ѵ я(я —1) —(я —2) , 

Х І— (л _ 1)2 

Отв. 

л 2 — 2я . я 2 —2л+2 . 

х і ~~ (я — I) 2 А] х * ~~ (я—I) 2 А; х з- х і—“- 


= Х „ = А. 



ЧАСТЬ ВТОРАЯ 

ГЕОМЕТРИЯ И ТРИГОНОМЕТРИЯ 


ГЛАВА 8 
ПЛАНИМЕТРИЯ 


510. Пусть а и Ь — катеты прямоугольного треугольника, 
а с — его гипотенуза. По условию а-\-Ь-\-с = \Ъ2 и 
а 2 Ь 2 -{- с 2 = 6050. Так как а 2 Ь 2 = с 2 , то 2с 2 = 6050, от¬ 
куда с — 1/3025 = 55. Поэтому а -|- Ь = 77. Возводя это ра¬ 
венство в квадрат и учитывая соотношение а 2 -{- Ь 2 = 3025, 
получим аЬ = 1452. Следо¬ 
вательно, а к Ь суть корни 
уравнения 

.X 2 — 77х -{— 1452 = 0. 

Ошв. Катеты треуголь¬ 
ника равны 44 и 33, гипоте¬ 
нуза 55. 


511. Высота ДАГ(черт. 1) 
параллелограмма АВСй рав- Черт. 1. 

на 2 ОМ = 2р. Так как 

/_ ВАК = а, то АВ — —. Аналогично АО=-^- . Находим: 

5іп а 5ІП а 



5 = Ай • ВК = . 

51П а 


Диагонали находим по теореме косинусов. 


Отв. 8 = 


Ат р 
8Іп а ’ 


_ 2 у'р 2 4- т г — 2 тр соз а 

8Іп а 


_ 2і/~р 2 4- т? 4- 2 тр соз а 


5іп а 
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512. По условию ЛС=30 см и ЕЮ —20 см (черт. 2). 
Высоту АЕ можно найти из подобия прямоугольных тре- 
)гольников ВОС и ЛЕС (у них угол С —общий), но проще 



сравнить два выражения площади 5 треугольника АВС. 
Именно, 5 = ~ АС • ВО и 5 = -і- ВС • АЕ. Следовательно, 

,„_АС.ВР_ 30-20 

вс Г /30\ а 

V 20 ‘+( т) 

Отв. 24 см. 


513. Из треугольника ВОЕ, где ВО — 12 см и ВЕ — 13 см, 
находим ОЕ = |/і3 2 — 12 2 = 5 (ел) (черт. 3). Следовательно, 

В 



АО = АЕ — ОЕ=~АС — ОЕ=±-60 — 5 = 25 (см) и 

ОС = ЕС + В)Е = 35 (см). Боковые стороны находим из 
треугольников АОВ и ОСВ. 

Ош. АВ = |/Тб9 27,7 см, 5С = |/Т369 = 37 см. 
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514. Пусть АВС есть данный треугольник (АС = СВ = Ь). 
Требуется определить площадь 5 треугольника 0,0 2 0^ 
(черт. 4). 

Имеем 5 = ^ 0 2 0 3 • О х С, где 0 2 0 8 = АВ й О х С= АВ. 
Следовательно, 5 = — А В 2 — №. 



Черт. 4. 


Другое решение. Треугольник О х 0. г С равновелик 
треугольнику О х ВС (у них общее основание О х С и равные 
высоты). Треугольник О х О л С равновелик треугольнику О х АС 
(по той же причине). Значит, треугольник 0,0 2 0 8 равнове¬ 
лик квадрату О х ВСА. 

Оше. 8 — №. 

515. По условию задачи отрезок АВ = а делится точ¬ 
кой М в отношении т :п (черт. 5). Поэтому АМ == д и 

МВ = . Таким же образом 

ВМ=СК=ОІ = -^- И N0 = КО = І^А — . 

т + п т + п 
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Следовательно, 

/ж= мы= = 


-/ 


(Я2 + Л> 2 ^ (/Л + Л) 2 Я2+Л К Ш ' 


Кроме того, все углы четырёхугольника ЦИМК прямые 
г, и п (ибо из равенства треуголь- 

‘- 7 ^-- 1 ников АЬМ и ВММ имеем 

/ 2.ІМЛ = І^МИВ =* 90° — 

/ А ШВ\ следовательно, 

/ ^ ІМА ^ ЫМВ = 90°; по- 

/ этому 1_1М.И= 90°). Значит, 

/ / четырёхугольник ЬМЫК есть 

^ / / квадрат и площадь 5 его 

^ / равна 


М 

Черт. 5. 


ш>= 

(и + л)-* 

л о Я 2 (/Л 2 + « 2 ) 

0/и«- 5= (я+я) т 


516. По условию ^ШЛ = 30° (черт. 5). Следовательно, 


АЬ = ~М1и АМ = — Жі. 


Значит, 


АВ = ЛЖ + ЖЙ = /Ш + ЛІ = у(1 4-/ 3)ЖІ. 
Следовательно, 

пл. ЛЯСО: пл. ІЖЛЙГ = ЛЯ 2 : Жі 2 = (1 + ]/"3) 2 :4, 


пл. ЬМЫК = -^т^-пл. АВСй. 

(1 + V З) 2 

Ото. Отношение равно-!___ = 2 (2 — |/ 3) яй 0,54. 

к (1 + У З ) 2 
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617. Обозначим АМ (черт. 5) через х. Тогда ЛІ==» 
= МВ — а — х. Следовательно, 

пл. КШЫ = ЬМ 2 = АІ 2 + АМ 2 = (а — х ) 9 + * 2 . 

25 

По условию {а — х) 2 -\-х 2 — -^ а а . Решаем это уравнение. 

Отв, Искомые отрезки равны у и у. 

518. Предварительное замечание. Из решения 
выяснится, как отыскать положение вершин вписанного пря¬ 
моугольника КІ-ММ (черт. 6). Пока нужно выполнить по¬ 
строение схематически, начав с построения прямоуголь¬ 
ника КІ-МЫ. 



Решение. Найдём отрезки МВ — х нВМ = у. Так как 
АВ = 4, то АМ = 4— х. Треугольники ЭЬК и ЯЛШ равны 
(доказать!); следовательно, ОІ = ВЫ = у и ІА = 3 — у . Тре¬ 
угольники ЬАМ и ММВ подобны, ибо острые их углы АЬМ 
и ЫМВ равны (как углы с взаимно перпендикулярными сто¬ 
ронами). А так как по условию МІ втрое больше, чем ММ, 
то и ІА = 3 МВ, а также АМ = ЪВЫ, т. е. 3 —у = Зл: и 

4 —х = Ъу. Отсюда находим ;с = —, у = у. Теперь имеем 

Отв. Стороны прямоугольника равны — 1,29 м и 

зѴТоб „ 
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519. Площадь равностороннего треугольника АВС( черт. 7) 

равна а • а = а 2 . Треугольник ЛЛ/І, у которого 

1 2 

по условию ЛА = а и АЫ =-^ а, имеет общий угол Л 


с треугольником АВС. Значит, их птощади относятся, как 



ль в 


черт. 7. 


1 2 

$АВі 3 Л * 3 П 
произведения сторон: ; -. 

^ А Л* Л 

Поэтому 

1 2 2 

5аыь =- 3 * 3 - 5аво — у - 5 лес» 

Следовательно, 

•Яѵллі =5 лва — 35 авь = 

1 с я® У"3 1 

= з •одвс — 12 • 


Замечание. Треугольник ЬМИ, равно как и треугольник 
АВС, рэносторонний (доказать). Но тем же способом можно опре¬ 
делить площадь треугольника ЬМИ в общем случае, когда треуголь¬ 
ник АВС произвольный и стороны его разделены в произвольных 
отношения'. 


Отв. 


я® У 3 
12 


520. При обозначениях черт. 8 имеем а 4-^-Ь с — 2р. 
Отсюда а-\-Ь = 2р — с и а 4 2аЬ + Ь г = (2/7—с)*. По 

С. 



ЛВС в 

Черт. а. 


а*= с* и аЬ = сН (см. решение задачи 512). Поэтому 
с 2 4 - 2 сЛ = 4р а —4рс-)-с 2 , откуаа 

2 р* 

с - к + 2р’ 



521 


ГЛ. 8. ПЛАНИМЕТРИЯ 


283 


Теперь имеем а-\-Ь =— ^і Ц-Чр^ и — "к + 2 р * ^ ле ^ ова " 
тельно, а и Ь суть кори» уравнения 


х-- 


2 Р (А + р) „ і 2р*А _ л 

Л+>/> Х А + 2р 


л 2р2 

0я «- * = А + 2>* 

й = фір\. к +Р + У ( Р- *)“—2Л*]. 

* = Г+2^1 Л - /(р-^-2А->1. 

Задача имеет решение лишь в том случае, если 

р>Л(/2+1). 

621. Каждая из боковых сторон АС и ВС (черт. 9) тре¬ 
угольника АВС равна - Р '. т 2а — Р — а. Пусть х есть длина 

отрезка СМ(х = СМ = СЫ). Периметр 2 р трапеции АМЫВ 
получится из периметра 2 Р треугольника АВС , если из 2 Р 
вычесть сначала СМ-\-СЫ — 2х и к 
разности прибавить МЛ/. Из подобия 
треугольников АВС и МЛ/С находим 

Следовательно, 


откуда 


2Р-2х + -^- = 2р. 

,._{Р-а){Р -р) 

Р- Ча 



'Гак как по условию /><Р и 2а < Р (а значит, тем более, 
«</■’), то величина х положительна, и задача имеет ре¬ 
шение. 

Ота. На боковых сторонах нужно отложить от вершины 

„ (Р- а)(Р -р) 
отрезки длиной -- 
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522. Требуется определить расстояние ЫР*=х точки N 
(черт. 10) до основания АО = а 1 ) и расстояние ЫМ = у до 
боковой стороны АВ = с. Из подобия треугольников АМЫ 

МЫ АМ ѵ г 

и АВС (где ВС = Ь) находим ~ав’ т - е - Т~Т‘ а из 



подобия треугольников ЫРО и В АО имеем 


X 

с 


а—у 
а 


. Решаем эти два уравнения. 


Отпет, х 


ас я мш аЪ 
Т+Ь' У ~а + Ь’ 


ИР _ РР 

ВА~~ АО' 


т. е. 


623. Пусть АВС (черт. 11)—данный треугольник. Так как 
ОЕ —средняя линия треугольника и ОЕ = СО, то СО — т^-АС. 

С 



Отв, 5=12 ѴЗ см 2 . 


*) Решение останется тем же, будет ли а большим или мень¬ 
шим основанием. 
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524. Положим х = ВО, у = АО (черт. 12). Тогда пло¬ 
щадь 5 ромба АВСй равна 2л су. По условию х у — 



Б 


Черт. 12. 


кроме того, из прямоугольного треугольника АОВ, где 
АВ = 2р =а —, находим я 2 +у 2 = . Возводя в квад¬ 

рат обе части первого уравнения и вычтя второе, найдём 
2ху = 


а — оз 


Оше. 


4 

5 = 


пі 1 — о 2 а 
‘- —СМ 8 


525. Обозначим высоту ВЕ (черт. 13) через х. Тогда 


В Ъ О 


/^5° 

X 

ы/ 

о/ 

Е „ Г 

- а -Н 


Черт. 13. 


АЕ = х и/ г О = л?і/І5. Так как АО = АЕ-\-ЕР-\-Ер, то 

і «. і 1 /о" г\ а — Ь (в — Ь)("У А— 1) 

а — х-{-Ь-\-ху Ъ. Отсюда х = у._— =» --—- 

(а 1 — 6 5 )(ТЛЗ— 1) 

4 


Оше, 8 
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526. По условию Ай— 44 см и ВС= 16 см (черт. 14). 
Следовательно, АЕ-\- Рй = 28 см. Обозначив длину АЕ 
(в сантиметрах) через х, имеем РО = 28 — х. По условию 
АВ — 17 см и СВ = 25 см. Значит, ЕЕ* = 17 2 — л; 2 и СР 2 = 
= 25 а — (28 — х) 2 . Получаем уравнение 

17 а — * а = 25 а — (28 — х) 2 . 


откуда х = 8 (см). Следовательно, 

к = ВЕ = V 17 2 — х г = 15 (см). 

„ О (а + Ь)П 

Теперь находим 5 = ^— • 

Ота. 8 = 450 см 2 . 


В 




627. Обозначим сторону вписанного квадрата (черт. 15) 

АС _ 

через х. Из подобия треугольников АКЬ (где АК =-^^ 

= - ~~ , а ІК = х) и ЛЕВ ^где АЕ = ~ ѵі ВЕ = — 
получаем уравнение 


д — х . в__ д У~3 
2 ’ 2 ~ 2 * 


из которого находим 


^==аѴъ (2-/3). 


2 +/ 3 

Ота. 8 = За 2 (2 — /З) 2 = 3 (7 — 4 /З) а 2 . 
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В 


528. По условию /40 = 36 см и ОС = 14 см (черт. 16). 
Площади 5 Х и 5 2 треугольников АО В и СВй, имеющих 
общую высоту, относятся как 
основания, т. е. 

5 Х ;5 2 = 36: 14 = ^. 

18 

Следовательно, 5, где 

5 = 5 Х + $ 2 есть площадь тре¬ 
угольника АВС. По условию 
прямая ЕО делит пополам пло¬ 
щадь 5; значит, эта прямая пересечёт основание АС между 
точками А и О (а не между О и С). Получим треугольник 

АОЕ\ его площадь 5 3 равна 5. Так как площади подоб¬ 
ных треугольников АСЕ и АйВ относятся как квадраты 

сторон АО и АО, то 



В 



5 :-і 5 = 362;/403. 

Отсюда найдём 

АО = 30 (см). 
Значит, 

ОС — АС — АО = 

= (36 + 14) —30 = 
= 20 см. 
Ото. 30 см и 20 см. 


529. См. решение предыдущей задачи. Из условия 
АО : ОС =1:8 находим, что площадь треугольника ВОС 

(черт. 17) составляет ^ площади 5 треугольника АВС. Так 

как по условию ВО = 4, то имеем 


Оше. ЕР — 3. 


ЕР*: 16 = -і-5:|-5. 
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530. Так как $евр = = $авѳо (черт. 18), то пло¬ 

щадь треугольника ЕВР вдвое меньше площади треуголь¬ 
ника ОБО и втрое меньше площади треугольника АВС. 


В 



Черт 18. 


Так как эти треугольники подобны, то ЕВ 2 :ЕВ 9 МВ а = 1:2:3. 

По условию ХВ = а; следовательно, ЕВ = -^= и ОВ~^~2. 

■\Гз V 3 

Оше. Сторона АВ разбита на части ^=(]/2—1) 


531. По условию плошадь треугольника АВС (черт. 19) 
равна 5, а площадь треугольника КВМ равна д, Три верши¬ 




ны четырёхугольника сов¬ 
падают с точками К, В 
и М; четвёртую же вер¬ 
шину /. можно взять на 
стороне АС произвольно. 
Действительно, площадь 5, 
четырёхугольника ІКВМ 
есть сумма площади д 
треугольника КВМ и пло¬ 
щади треугольника КІМ, 
а последняя не меняется 


Черт. 19. при движении вершины I 

по прямой АС, параллель¬ 
ной основанию КМ. Пусть высота ВЕ треугольника АВС прохо¬ 
дит через точку Е основания АС. Поместив точку /. в точку Е, 
получим четырёхугольник КВМЕ, диагонали которого взаимно 


гл. 8. планиметрия 
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перпендикулярны; следовательно, $ 1 = ^ КМ • ВЕ. А так как 

<7 = ■— КМ • ВО, то 8 1 :д = ВЕ : ВО. Но из подобия треуголь¬ 
ников АВС и КВМ имеем 5 ; д ®= ВЕ? ; ВО 2 . Следовательно, 

Замечание. Если точка Ь не совпадает с точкой Е, то ре¬ 
шение видоизменяется так: находим 

5 ! = -^ КМ-Вй + ^КМ-Кі = ^КМ{ВО + МЦ=*^КМ-ВЕ, 
и дальше попрежнему. 

Отв. У 8д. 


632. Пусть отрезок ЕЕ 
трапеции АВСО(АО—а, 

ВС = Ь) пополам. Тогда 

(а + х) РЕ (х + Ь) РМ 

2 “ 2 * 

т. е. 

(а -}- х) Еі. = (х + Ь) РМ. 

Высоты ЕІ. и РМ по от¬ 
дельности найти нельзя 
(длина одной из них мо- Л 
жет быть взята произ¬ 
вольно), но отношение 
П : РМ имеет опреде- 


■х (черт. 20) делит площадь 



Черт. 20. 


лённую величину. Именно, из подобия треугольников НЕО 
и СЕК (где НО = а — хи СК — х — Ь) находим 

а — х х — Ь 

РЕ ~ РМ * 

Помножив почленно это равенство на предыдущее, получим 


откуда 


а 2 — х‘ г — х 2 — 


Ф + Ь* 
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Другой способ. Продолжив боковые стороны, полу¬ 
чим подобные друг другу треугольники ВОС, ЕОР и АОй. 
Их площади $!, $ 3 пропорциональны квадратам сход¬ 

ственных сторон Ь, х, а, так что 5 Х = цЬ 2 , $ й в дд; а , $ 8 = да 2 , 
где д —‘некоторый коэффициент пропорциональности (вели¬ 
чина его зависит от высоты трапеции). По условию $ а —5 Х = 
= 5ц — 

д(х 2 — 6 я ) = д (а а — X я ), 
а так как ,д Ф 0, то 


х 2 — Ь 2 — а 2 — х 2 . 

л 1 -р Ь 2 

Отв. х = у -——. 

533. По^условию ВЕ — ВР — а (чер т. 21) и ЕР = Ь. 
Значит, ЕО = ‘^и ВО—у а 2 —По теореме о про¬ 
порциональных линиях в прямоугольном треугольнике (ВОЕ) 


В 



ромба (АО). Равнобедренные треугольники АВО и ВЕР по¬ 
добны, так как их углы (все они острые) соответственно 
равны (как углы с взаимно перпендикулярными сторонами). 
Следовательно, 


АО : ВО = ВЕ : ЕР, 
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т. е. 


АОі 


/М4)Г 


: а і Ь. 


Отсюда находим АО, а затем площадь ромба 5 = АО • а. 
л 2а 4 

Отв. — - . 

ЬУАФ — Ь'і 

534. Пусть АВ = 27 см и АС = 29 см 
(черт. 22); тогда медиана АО = 26 сл. 

Требуется найти ВС. Продолжим АО 
на расстояние ОЕ = АО. Четырёхуголь¬ 
ник АВЕС будет параллелограммом (до¬ 
казать!) со сторонами 27 см и 29 см; 
а диагонали его АЕ = 2ЛО = 52 см 
и ВС = х см. Имеем 

х а + 52 а = 2 (27 2 + 292), 

откуда 

х = 1/436 (см). 

Теперь площадь треугольника можно 
вычислить по формуле Герона. Имеем 

/ >=1(27 + 29 + /435) = 28 + /Т09 Черт. 22. 



и 

5 = [/"(28 +1/І09) (28 — /109) О/ІОЭ + 1) (У ШГ— 1) = 
= / (28*—109)(109—1) = 270. 

Отв. 270 ел*. 


535. По теореме косинусов а* = й* + с* — ІЪс соз А, 

I 25 4 

а так как $ =-^ йс зіп Л, т. е. зіпЛ = — = то 

соз А = ± У 1 — зіп 2 Л = ± у. 

Получаем два решения; оба они годятся (в одном случае 
угол А острый, в другом — тупой). 

Отв. а = й а + с а — ^Ьс или а = й*-{-с* Ьс. 
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636. При обозначениях черт. 23 имеем из треуголъ* 
ника АВС: 

т* в 6* с* — 2 Ьс соз В, 
а так как соз В в 003(180°—Л)в — соз А, то 
« а а б а 4* с" 2 ■+■ 2 Ьс соз А. 

Из треугольника Л/Х? находим 

/и* = а* + <Я—2а^созО. 

Приравнивая это выражение предыдущему, получаем 

26с соз Л-|-2ой соз О в а а — с*. (1) 

Таким же образом, рассматривая треугольники АВО и СВй, 
получим 

2ас соз А + 2М соз й в л*—6 а —(«1*—с а ). (2) 

Из уравнений (1) и (2) можно найти соз А и со іД а после 
этого найдём ш а и в а . Вычисление удобно вести так: 


С ь В 



I) а д 


Черт. 23. 

« 

помножим (1) на 6, а (2) на а, после чего вычтем первое урав* 
нение из второго. Получим 

2(а* — 6 а ) с соз А в (в* — 6 а )(в — 6)—(йР — с а )(а + 6). 
Разделив обе части равенства на (а а — Ь*)\Ф 0], получим 

м с* 

2ссоз Ива — 6--—г-. 

а —о 

Теперь находим 

т 2 в 6 а 4- с а (2с соз Л) 6 в 

г* I лб Д^-РО + Нд 8 -* 8 ) 

Т ѵ а — Ь а — Ь * 
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Аналогично найдём 

2й созО = а — ь + 

1 а — Ь 


и затем 

„а в + а* + (2 а соз Ѳ)Ь = а '^- . д±у д2 - с2 ) . 

Замечание. Отрезок АО = я меньше ломаной АВС О. По¬ 
этому задача может иметь решение лишь при условии а •< Ь + с + Л. 
Однако одного этого условия мало, что видно из следующего. Пусть 
а > Ь и (если эти неравенства не выполняется, то всегда можно 
изменить обозначения и после этого неравенства будут иметь место). 
Проведём прямую ВД параллельно стороне СО. Получим параллело¬ 
грамм ОСВД, так что ВД = СО = й и ОД = СВ — Ь. В треуголь¬ 
нике АДВ сторона ДА = ОА — ОД = а — Ь больше* чем разность 
сторон АВ = с и ВД = Л, Поэтому должно соблюдаться ещё второе 
условие а — 6>с — Л. Если хотя бы одно из двух условий не вы¬ 
полнено, то по крайней мере одно из выражений, полученных для 
от’* 1 и п\ окажется отрицательным. 

Двух условий я <^Ь с и а — Ь^>с — а уже достаточно* 
чтобы задача имела решение. Действительно, первое условие можно 
записать в виде а — Ь < с + а. Следовательно, можно построить тре¬ 
угольник АВД со сторонами АД = а — Ь, АВ = с и ВД = а. Про¬ 
должив сторону АД на расстояние ДО = Ь и построив параллело¬ 
грамм ОДВС, получим четырёх¬ 
угольник АВС О; он будет трапе¬ 
цией с основаниями /40 = а, 

ВС = Ь и боковыми сторонами 
АВ = с и ОС= й. 

а — Ь ’ 


„_ а (<Р — Ь 2 ) + Ь (а* — с' 2 ) 

“- т—ь * 

537. При обозначениях 
имеем 

ВО' 2 = АО 2 -)- АВ' 2 — 2 • В А • Ай • соз 60° = а 2 -)- Ь' 2 — аЬ 



и 

А0 2 = а* + Ь' 2 -\-аЬ. 

Так как АС больше ВО, то данное отношение у равно 
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/ аи‘\ 

(а не Из уравнения 

/ЛѴ 4-1 4- — 

& + Ь» + аЪ 19 V Ь) ^ ^ Ь 19 

а г + Ь* — аЬ 7 ИЛИ /а\* а 7 

\ь) +1 ~Т 

а 3 а 2 г ., 

находим у = и = -д . Оба эти значения дают один и 

тот же параллелограмм (на черт. 24 можно изменить обозна¬ 
чения— обозначить АВ через а и АО через Ь). 

Оше. Стороны относятся, как 3 : 2. 


Б38. Пусть О — произвольная точка внутри равносторон¬ 
него треугольника АВС (черт. 25). Соединим точку О с вер¬ 
шинами. Площади треугольников АОВ, ВОС и СОА в сумме 
дадут площадь треугольника АВС. Обозначая сторону этого 
треугольника через а, а высоту через к, получим 

(0/С4-0І + 0Ж)-|==^. 

Отсюда находим 

к = ОК + 01.-+-ОМ. 




Б39. По условию ВС = 47 м и СЛ = 9 м (черт. 26; на 
этом чертеже истинные размеры не соблюдены); значит, 
ВА = 56 м. Следовательно, АО • АЕ = 9 • 56 = 504. Пусть 
Ай = х ; тогда ОЕ = х +72 и, значит, АЕ = 2х-\-12. Из 
уравнения х (2х-\- 72) = 504 находим х = 6. 

Отв. АЕ = 84 м. 
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Б40. Задача сводится к разысканию одного из катетов 
треугольника ОАВ (черт. 27) по данной гипотенузе ОА = т 

и высоте іШ = -|-. Обозначим больший катет через х, мень¬ 
ший— через у . Двоякое выражение площади треугольника 
ОАВ (см. решение задачи 512) даёт уравнение ху = а™,т.ъ. 

2ху = ат\ кроме того, х ъ -\-у^ = т 2 . Складывая и вычитая 
эти уравнения почленно, получим 

х -\-у = У т' 1 -\- ат 
и 

х — у = ]/Ѵи 2 — ат. 

Как х, так и у может служить искомым радиусом. 

О те. у (V т?-\-ат-\-~У т? — ат) 
или у (V т?-\-ат — У от 2 — ат). 




Б41. Так как радиус круга равен 13 см и МО = 5 см, 
то ЛЮ = 8 см, МС= 18 см (черт. 28). Обозначим МВ че¬ 
рез х. Тогда АМ = 25 — х. Так как АМ - МВ = ЛЮ • МС, то 

(25 — х)х— 18 • 8. 

Отсюда х х = 16, х 2 = 9. 

Отв, Отрезки равны 16 см и 9 см. 
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542. Из Треугольника ЕВ0 2 (черт. 29), тде ВЕ=~ АВ, 


находим 


/? = 0 2 В = 


АВ 


2соз| 


Из треугольника ЛШ„ где ОЛО, = ^ Ц1АВ = і-^90°— у), 
В находим 

г = 0 1 Д = АО.і е (45° — 


Так как АО = АВ • зіп (.из 



треугольника АВй), то 

сі2(45°-|) . 


/?:г: 


Отв. у ■ 


8ІП а * 

с( 8 (45°_!) 

БІП а 


Б43. По условию а = ВС =13 см, А==СА=*Н см, 
с — АВ= 15 см (черт. 30). Обозначим ОЕ=ОЕ через /?. 
Площадь треугольника АВС равна 
сумме площадей треугольников ВОС 
и АОС. Так как площади этих 
і реугольников равны соответственно 

И то 

О 

°4не 2 * 

С другой стороны, по формуле Герона & 

^авс == 


/21(21 — 15) (21 — 14)(21 —13)-= 

«= 84 см 2 . 



Черт. 30. 


Приравниваем друг другу эти выражения площади. 
Отз. /? = 6 см. 
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544. В прямоугольном треугольнике О ЕВ (черт. Зі; 
угол ЕВО равен 60°. Поэтому 

ВО = ЕО • = 

ѴЗ І^з 


В 



Следозательно, 

ВО = /?( 1 


ѴХ 


/? (Т^з + 2) 

ут 


Из треугольника ЛВО находим 


ЛВ = 2/? (у_Ь — и ЛО = /?0/3-{-2); 


следозательно. 


Отв. АВ — ВС 


ЛС = 2/? (|Л 3 2). 

= , ЛС = 2Я(]/'3-}-2). 


Б45. Из треугольника ЛВО 
ВО = УЪА*—АП 1 = 18 сл. 
Так как 

ВС • ВО = ВЛ 9 , 
то 

ВЛ* 

ВС = = 50 см. 

Следовательно, 

ЛС У ВС 2 — ВЛ 9 = 40 ел. 
Отз. Длина полуокружности 


(черт. 32) имеем 
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Б46. Так как углы В, В и Е четырёхугольника ОВВЕ 
прямые и ВО = ОЕ (черт. 33), то этот четырёхугольник 

есть квадрат. Искомая дуга ВЕ 
равна четверти длины всей окруж¬ 
ности. Обозначим её радиус через К. 
Из подобия треугольников АВО и 
ОЕС имеем 



Л 


О 


С 


АР _ОЕ 1 
АО ~ОС\ 


Черт. 33. 


В 



Так как 

АВ = Ѵ АО*— ОВ*=У\Ь*— Я а , 
то 

У152_Я2 _/? 

15 ""20* 

Отсюда /? = 12. 

Ош. бтс. 

Б47. Площадь 5 четырёхуголь¬ 
ника АВЕВ (черт. 34) равна 

= $двс 

Имеем 

3 АВ 0=^ ВО ^ 12 № 


Для разыскания 5 вт заметим, что треугольники ВЕС и ВВС 
имеют общую вершину В и одну и ту же высоту (на чер¬ 
теже не обозначенную), причём 3 ВВ0 = $д В0 в б (см*). 
Следовательно, 8 ВЖ0 6 = СЕ : СВ. Неизвестный отревок СЕ 
найдём из свойства секущих, проведённых из одной точки (С). 
Имеем СЕ'СВ=СВ-СА, откуда СЕ=* Следовательно, 

с _ еСЕ еСР'СА 0 2-4 , 

^ДЕС “ ®СВ ® СВ 3 —® 2 а + 6« “)■* 

Отв. 5—10,8 см\ 
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Б48. Площадь 5 треугольника АВС (черт. 35) равна 
произведению его периметра 2а-\-2У а^-уН* на (г — ра¬ 
диус вписанной окружности): 


$ = (а + /а а + й а )г. 

С другой стороны, 

5 = АС • ВО — аН. 

Приравнивая эти два выражения, 
находим 

__ аН 

а А- У сР-\- к* 

Отрезок ПЕ находим из пропорции 
БЕ : АС = ВР : ВО, 
где 

АС = 2а, ВР = к — 2 г и ВО = к. 


ЕГ 


щЛ 

Я 

і 

в 


Д 


В 

Черт. 35. 


Замечание. Величину г можно найти ещё так: прямая АО 
есть биссектриса угла А. Значит, отрезки 00 = г и ОВ = Н — г про¬ 
порциональны сторонам АО и АВ, 
т. е. 



Ошв. г = 


Ѵа 2 + А 4 ’ 

На 


ѴсС* + Н* + а ’ 

у а а + Л2-|-д 

2а(Уа* + № — а? 

Н* 

Б49. Так как ОВ • О А = 
= ОС • ОО (черт. 36) и ОВ=ОС, 
то О А = Ой. Противополож¬ 
ные стороны АВ и СО четырёх¬ 
угольника АВСй равны; значит, данные длины 6 л* и 2,4 л 
относятся к сторонам ЛО и ВС (Ай — 6 м, ВС = 2,4 м). 
Прямые ВС и аЬ, отсекающие на сторонах угла АО О равные 


Черт. 36., 
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отрезки, параллельны, так что четырёхугольник АВСй — 
трапеция (равнобочная). Из подобия треугольников ВОС 

и ЛОП находим 



ВО : АО = ВС: АО, 
откуда 
АО 


ВО'АО 2-6 ч 
= 2д =5(л); 


ВС 


значит, АВ = 3 м. Теперь на¬ 
ходим высоту трапеции 

к = ВК = Ѵ АВ*—= 

= }/" 32 — (^ г )‘ = 2 > 4 м - 
Отв. 5=10,08 л 2 . 


550. По условию АВ = 6 м, АС = 7 м, ВС =9 м (черт. 37). 
Пусть И А , Н в и К с —искомые радиусы окружностей с цен¬ 
трами в А, В к С. Тогда /?^ + ^ в = 6» К с — К л = 7, 
К с — К в = 9. Отсюда находим радиусы Р А , К в и Р с . 

Отв. РІ А = 4 м, К в = 2 м, /? 0 =11 м. 



Б51. Проведём О а Н параллельно АВ и 0. 2 Р параллельно 
ПС (черт. 38). По условию АВ = СП. Обозначим ПП 
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через х. Тогда О а Р = х, Оф = -| х. Из треугольников 0 Х Е0. 2 
и О^РО % имеем 

О г О,,* — 0,Д* + |Ѵ и 0 1 0/ = 0 1 Р' і + х\ 

Приравниваем эти два выражения и учитываем, что 

0 і Е=0 1 А — ЕА = 0 1 А — 0 3 В = 5 — 2 = 3 (см) 
и аналогично 

0,Р = 0,С+0 а О = 7 (см). 

Тогда получаем 

9+-|-л: 9 = 49 + * а . 
откуда я 9 = 32. Поэтому 

ОіО/ = 49 + 32 = 81. 

Отв. 0,О а = 9 см. 

552. Так как расстояние между центрами окружностей 
меньше суммы, но больше разности их радиусов, то окруж¬ 



ности пересекаются; значит, они имеют общую внешнюю 
касательную и не имеют общей внутренней касательной. 
Положим О г С — хи О а С = у (черт. 39). Имеем 

х — у = 0,0 а = 21 (см) и х :у = О г А : О а В = 17 : 10. 

Отв. 0 Х С = 51 см, 0. г С = 30 см. 
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553. Через точку М (черт. 40) проходят две касательные 
(ЛЮ и МА) к окружности О ѵ Значит, ЛЮ — МА. Так же 
докажем, что Мйв=МВ. Следовательно. 



/ШѴ = 2ЛШ = 

= АМ + МВ = АВ. 
Чтобы найти АВ, проведем 
прямую О й С, параллельную 
АВ. Из треугольника 0 1 0 2 С, 
где О а С = АВ, 0 1 0 а = 
=э/?+г и О х С = /?— г, 
получаем' 

АВ=У (/?"+ г) а —(Я—г) 2 
или 

ЛВ = 2/Яг. 

Ола*. МЫ— 2 ]Л/?г. 


30 = 


554. Пусть ЖІѴ —общая касательная к двум окружно¬ 
стям (черт. 41). Так как АМ = МР = МВ, то МЫ —средняя 
линия трапеции АВС'О. Имеем МЫ = АВ = 2 У Кг (см. реше¬ 
ние предыдущей задачи). Найдем теперь высоту ВО трапеции. 
По теореме о пропор¬ 
циональных линиях в пря¬ 
моугольном треугольнике 
(ЕАВ) имеем 

Но 

ВЕ = 0 1 0 а == Я -{- г. 

Следовательно, 

4/?г 
/? + г' 



555. Обозначим радиус искомой окружности через х. 
Проведём через её центр 0 8 (черт. 42) прямую ЛГЛ/]] АВ. 
Так как прямая АВ перпендикулярна к радиусам О х А, 0 2 В 
и 0 3 О, то АМ — ВЫ = х и, значит, О х М = /? — х и 0 2 Ы =а 
==/■ — *. Кроме того, имеем 0 1 0 3 = /?-|-л; и О а О а = /■ + *• 
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Следовательно, 

МО й = Ѵ(К + х)2— (я— *)2 = 2 Уяі; 


точно так же 

М>„ = 2 У7х. 



А так как МЫ = 2У Пг (см. задачу 553), то 

2 + 2 У7ж = 2 УЖг, 

откуда 

/?-5^- 


У/?+ У> * 


О/из» Радиус окружности равен 


/?г 


(Ѵя+Уг) 2 ’ 


656. Так как 5 = -~аЪ зіп С, где С — угол между хордами, 

то задача не имеет решения при 5>-|-ай. Если 5 < уа&, 
25 

то находим зіп С = и существует два треугольника, имею¬ 
щих стороны а и Ь и площадь 5; у одного угол С — острый, 

4у2* 

1 

/ ^2 

1 —Следовательно, 


с 2 = а 2 + $ 2 — 2аЬ соз С = а 2 + $ 2 =р 2 ]/ а 2 й 2 — 45 3 
(верхний знак, если угол С острый, нижний — если тупой). 
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При 3=~ад получаем прямоугольный треугольник, так что 

Радиус окружности, в которую вписан треугольник, 
находится по формуле Я = у^Гс’ 

аЪ Vа* + Ь* 2 у аѢ* — 45 » 


Ота. /?! 


45 


При 5 > ад ре¬ 
шений нет, при 5<уо6 — два решения (верхний знак, если 
угол между хордами острый, нижний — если тупой). При 
•5 = ад — одно решение (хорды взаимно перпендикулярны). 


667. По условию (черт, 4^5) == ^ = 7?, Аф^=яа^=> 

= й/2 и А 3 5„ = о 3 = /?|/3. Высоты треугольников 0/4,5,. 

0Ла5 2 и ОА а В а соответственно 



равны 


и 


ОС, 
ОС , 
ОС 8 


яут 

~ 2 • 

ЯѴ 2 
— 2 

_ Я 
— 2 ’ 


Отсюда определим площади этих 
треугольников. Затем найдём пло¬ 
щадь сектора ОА Х ОВ{, он соста¬ 
вляет ■— площади круга; поэтому 


Черт. 43. 


ЗОА'ОВ, 



Аналогично Зоа^в,.— и 5 оА*ов а = -д- «Я 2 . Вычитая ив 

площади каждого сектора площадь соответствующего тре¬ 
угольника, находим площади сегментов: 



Площадь части круга, 
Л 2 5 а , равна 

$2 5, 


заключённой между хордами А 1 В 1 и 

3^3 — 6 ); 
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площадь круга, заключённая между А_,Д а и А в В я равна 


5,-5 3 = -§(и—3/3 + 6). 


Отв. Отношение площадей равно 


іЧ-3(2 — /3) 
*—3(2 — ѴЗ) 


1 


568. Для определения радиуса ОК = г (черт. 44) впи¬ 
санного круга воспользуемся формулой площади треуголь¬ 
ника 3 = рг (р — полу периметр треугольника). По усло¬ 
вию АО= 14,4 см, ОС = 25,6 см, поэтому АС = 40 см. 
Значит, 

АВ = У АО • АС = 

= 24 (см), 

ВС = V ос • АС = 

= 32 (см). 

Следовательно, 

== 48 см и 5 = 384 см а . 

Отв. Площадь круга 
равна 64к сл а . Черт. 44. 

559. Прямая СУѴ, соединяющая точки касания двух парал¬ 
лельных прямых АВ и СО (черт. 45) есть диаметр окруж- 

В 



В 



ности. Поэтому вписанные углы ^ЕN и ІМЫ (и аналогично 
углы МІЕ и МNЕ) — прямые. Следовательно, четырёхугольник 
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ЬЕЫМ действительно явится прямоугольником. Треуголь¬ 
ник АВй — равносторонний (ибо АВ = АО и^_Л==60°); 
отрезок ІЛѴ (высота ромба) равен высоте треугольника АВО, 


т. е. = 


аѴ 3 
2 


Площадь 5 прямоугольника равна 


і- І.Л/2 . зіп /_ ЮЕ 2 • зіп 1_ В АО 


(стороны углов ЮЕ и ВАй взаимно перпендикуляриы). 
Следовательно, 5 = ~ зіп 60°, 


Ото. 


За* УЗ 
16 * 


660. Требуется определить площадь фигуры МСЫЕ 
(черт. 46) и площадь 3 2 фигуры КОЫЕ (площади фигуры 


В 



В 

Черт. 46. 


КАЮ и ЬВМН соответственно равны и 5а). Так как 
по условию задачи АС = 4/?, то ОС = 2 • ОМ; следовательно-; 
I _ОСМ = 30°. Значит, /_МОМ= 180° — 2 • 30° = 120° и 
/_ КОЫ = 60°. Площадь четырёхугольника СМОЫ равна 

# а Уд, а площадь сектора МОЫЕ равнаи# 2 . Следовательно, 
= /? а У 3 — ; так же найдём $ 2 =» К} — , 
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561. Так как ^_А = 30° (черт. 47), то высота ВЕ = Н 
трапеции равна ^ АВ. По свойству описанного четырёх» 


В С 



угольника ВС АО = АВ -{- СО = 2 АВ. Поэтому 
5 = ^±-^А = і АВ\ 

Отв. АВ = /25. 

562. По площади 5 = 20 см 2 и высоте ВЕ = 2г — 4 см 
(черт. 48) найдём полусумму оснований — = 5 (см). 



Следовательно, И В — 5 см ( см. предыдущую задачу). Теперь 
находим ИВ — ]/ИВ 2 —ВВ 2 = 3 (ел). Но ИВ есть полураз¬ 
ность оснований трапеции. По полусумме и полуразности на¬ 
ходим сами основания. 

Отв. АО = 8 см, ВС = 2 см, АВ = СО = 5 сл. 
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663. Площадь О трапеции АВС О (черт. 49) равна 
вс + ± ? ВМ = (ВС + Л0)Я 


(/?— радиус вписанного круга). Так как эта трапеция опи¬ 
сана около круга, то ВС Ай = АВ СО. Но АВ = , 

ор 

а СОв-го» Поэтому 
$іпр 




5ІП а + 51 п 3 
8ІП 3 5ІП 3 


а + в а — 3 
8іп - 2 ' ■ соз —~ 

1 зіп з зіп 3 * 


Отое. /? = тт 


1 / (? зіп а зіп ,8 

У 1/ а + В а — 

У ^ соз -тр 


?• 




564. Так как боковая сторона АВ (черт. 50), перпенди¬ 
кулярная к основаниям, равна 2л, то наклонная боковая сто¬ 
рона СО больше, чем 2г. Значит, наименьшая сторона тра- 

пеции, равная г, есть (меньшее) основание ВС. Чтобы най ги 

большее основание АО, проведём прямые ОС и ОО. Они 
являются биссектрисами углов МСО и N00, в сумме соста¬ 
вляющих 180°. Следовательно, /_ МСО + /_ ОйМ — 90°. 
Из прямоугольного треугольника О^N находим /_ N00 -]- 
^ ООЛ/ = 90\ Следовательно, /_ N00 = /_ МСО, так что 
треугольники О^N и ОСМ подобны. Получаем пропорцию 
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N0 : ОМ = ОМ : МС, где ОN = ОМ — г и МС у (по усло¬ 
вию задачи). Отсюда ЛЮ = 2г, так что ЛО = АЛ/-}-ЛЮ=г 
= /;-{-2г = Зл 

О/Ив. 5==-^-. 

565. Треугольники ОМС и ОЛЮ (черт. 50) подобны 
(см. предыдущую задачу). Так как -^ = => 2, т0 <дд{ = 2 

и ^ = 2, т. е. ЛЮ = 2СШ = 2г и ЖС = ^ = у г. Из 

прямоугольного треугольника ОN^ находим г 2 + (2г) 2 = 4 2 , 
откуда 



Теперь находим Ай — АЫ-\-ЫО— г-\-2г = 2>г— (см) 

и ВС = ф=(см). Высота МЫ трапеции равна 

8 


2г=~«м). 


Отв. 8 = 14,4 сл 2 . 


Б66. Центр О первого круга (черт. 51) делит вы¬ 
соту ВЫ=к в отношении ВО: ОМ— 2: 1. Следовательно, 

2 1 

диаметр ММ составляет и, значит, ВМ = -^к. Второй 


круг вписан в треугольник йВЕ, высота которого втрое 
меньше высоты к треугольника АВС. Значит, радиус г х == О ,М 
втрое меньше радиуса г = ОМ. Поэтому, если 5 есть пло¬ 
щадь круга О ^5 = я = ~&\ ’ т0 площадь круга О г 

будет 8, =-^-8. А так как таких кругов три, то общая их 


площадь (?) будет 



Рассуждая так же, найдём, что общая площадь трёх еле- 
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дующих кругов будет 

50 р" 50 "р 5 И Т. Д. 

Получим бесконечный ряд слагаемых 

“Ь Фі + Фа + @з “Ь ••• == 3-4--^5-1--р-5-)--р : 5-}- ••• 

Члены этого ряда, начиная с члена у 5 (слагаемое 5 выде¬ 



ляется особо), образуют бесконечную убывающую геометри¬ 
ческую прогрессию ^ — 5; <7 = ^. Сумма этой прогрес¬ 
сии равна 

Іо 

я, 3 3 0 

9 

Сюда нужно ещё прибавить слагаемое 5. 

Отв. Искомая площадь равна ^ 5 •= яо 9 . 
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667. Чтобы найти площадь трапеции ВМЫС (черт. 52), 
нужно найти основание ВМ и высоту МЫ, так как СЫ из* 
вестно. Определим сначала 
СО = х. 

Имеем 

лг(ВС + л;)=И0 2 
или 

* (5-{-*) = 150. 

Отсюда 

СО = лг= 10 {см). 

Из подобия треугольников 

ВАШ и СМ) следует или , откуда 

ВМ = 9 {см). Высоту МЫ трапеции найдём из пропорции 

Ш = , где т = /СО 2 —СМ. Получим МЫ =4 см. 

В(* С і-) 

Ото. $ = 30 сл 2 . 



В 


668 . Пусть 0 1ъ О а и О э — центры равных вписанных кру¬ 
гов и пусть г —их радиус (черт. 53). Так как А0 1 и СО а — 

биссектрисы углов А 
и С, равных 60°, то 
0 1 ЛО = 30°; следо¬ 
вательно, АО = ВС== 
= г / 3. Далее ОВ = 
= 0 г 0 2 = 2г. Поэто¬ 
му 2 г (1 + /3) = а. 
Отв. 



г = 


2(У“3 + 1) 
«(У"3-1) 


569. Искомая пло¬ 
щадь ІМЫ (заштри¬ 
хована на черт. 53) 
получается, если из площади треугольника 0 г 0 2 0 3 вычесть 
общую площадь трёх секторов О г МЬ, О^Ы и О й ЫМ (их 
общая площадь равна площади полукруга радиуса г). Сторона 
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треугольника 0,0 2 0 3 равна 2 г = - а —^ —~ (см. предыдущую 
задачу); поэтому 

О -9 1^0 Уз(Уз-і ) 2 

•Ьо.0,0, = г*у 3 =-щ-. 


Общая площадь трёх секторов равна 


яга _ па 2(у 3 — 1)9 



Черт. 54. 


Отв. 8 = г*(У 3-^■) == 

в 2(2_/з)(2 Уз —я) 


16 

670. Решается подобно пре¬ 
дыдущей (черт. 54). 

Отв. 3=з да - ^~ 


671. Определим радиус /? дуги окружности сегмента. 
Периметр его равен сумме длин дуги АСВ и хорды АВ 
(черт. 55). Получаем \ъ&-\-НѴЪ—р, В 


откуда 


Зр _ 
2я + 3 У 3 * 


Площадь 5 сегмента равна площади сек- д 
тора без площади треугольника ОАВ, 
так что _ 

Ош. 5- У (4—3/3) 

4(2я + ЗУ З) 2 


ж }0 


Д 

Черт. 55. 


672. Для того чтобы найти стороны АВ и ВС треуголь¬ 
ника АВС (черт. 56), достаточно определить ЕВ = ВО = х, 
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так как АЕ = АО = б см и СО = СО = 8 гл. Для этого 
сравним два выражения для площади треугольника: 

8 — грп 8 = V р(р — а)(р — Ь) (р — с), 

где р есть полупериметр треугольника, т. е. 

•|( ЕА + Ай + ОС + СО + ОВ + 55)=-і (28+2л:)=14+лг. 

Получим уравнение 

4(14 + лг) = 1^(14 + х)х • 6 - 8. 

Отсюда х = 7 (см). 

От. АВ — 13 см; ВС = 15 см. 




673. Пусть СО : ОВ — тіп (черт. 57). Тогда ВО : ВС = 

== п : (/й-4-п). Следовательно, соз В = ~ = ^ = - 4 -. Так 
17 ИВ ВС /я+« 

как 5=180° — 2С, то соз2С = соз(180° — 5) -—, 

т-\-п 

Отсюда 

„ , Г 1 + соз 2С , / Ій 

соз С = |/ -31--= ]/ ^ + и) . 

Отв. В = агс соз —— ; 

т -\-п 

С = агссоз|/~ ТГ Д я Т [ = 


1 агс соз Г -— VI 

2 \ т + пЛ 
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574. Окружность разделится на четыре попарно равные 
дуги АВ = ВС и СО = О Л (черт. 58). Пусть дуга ВС со¬ 
держит меньше чем 90° (мы оставляем в стороне простейший 
случай да: я = 1, когда все дуги содержат по 90°). Найдём 
центральный угол а = ВОС, измеряющийся дугой ВС. 
По условию ОО : ЕВ = да : я. Приняв за единицу измере- 



будем иметь ЭЕ = да и ЕВ « я. 
Значит, 

йВ т-\-п 
2 — 2 
и 

00 = 00—00 = 

да + га да— я 


Следовательно, 


соз а = 


ОЕ 

ОС 


да— я 
т-\-п 


Черт. 58. 


а 


= агс сов 


да— я 
га +я*, 


Дуга СО содержит 180°—агс соз (градусов), т. е. 


я — агс соз т - , - (радианов). 

/71 Л 
П 


Одаа. Дуга, меньшая чем , равна агс соз ” (да > я); 

дуга, большая чем -у, равна 

да — я я—да 

я —агссо$ ——=агс соз—г—. 

тп 4* п тп "4“ п 

575. Пусть а (черт. 59) есть 
угол параллелограмма. Тогда 

й х = ВМ = ЛВ • зіп а 
и 

йо = ВЫ= ВС • зіп а. 



Значит, й^ + йд = (ЛВ -{- ВС) зіп а — р зіп а, 

откуда віпа « АІІІа, Если а —острый (или прямой) угол, 
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то а = агс зіп Тогда тупой (или прямой) угол парал¬ 

лелограмма будет я — агс зіп 


Замечание. Задача не имеет решения, если йі + й 2 > р. 
Если же йі + й^^р, то задача имеет решение (при Л] + й 2 = р 
имеем прямоугольник). 


Отв. Один из углов 


я — агс зіп 


^+й 2 

~Т~‘ 


равен 


агс зіп 


йі + йз 

Р 


, другой 


576. По условию ВО : ВЕ 

за единицу длины часть ВО. 

Тогда ВО = 40, ВВ=41, Так 
как треугольник АВС прямо¬ 
угольный и ВЕ —медиана пря¬ 
мого угла, то АЕ = ВЕ = 41. 
Треугольник ВОЕ прямоуголь¬ 
ный, поэтому 

ОВ = У ВЕ 2 — ВО 2 = 9. 


40 : 41 (черт. 60). Примем 
В 







Следовательно, АО = А 
ников АВО и АВС находим = ~тг 

о С ВО 

0 #-т- 


32 
‘ 40 





577. Так как >10 (черт. 61) есть биссектриса угла 
® — /. О Л О, то ВЛО = . Таким же образом получаем 
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АВО = у (90° — а) «я 45° — Из треугольников АОО 

и ВСЮ имеем 

ЛО«я ООс1§ 
и 

ОВ = 0О- сі 8 (45 в — 0. 

Следовательно, 

с =» ЛВ «я Л0 + ОВ - 00 [ сі 8 ^ + сі 8 (45° — 0 ]. 
Отсюда находим 

сій-| + сі8(45 0 — 0 


Знаменатель можно преобразовать к виду, удобному для 
логарифмирования: 


С05 тр С05 


•'* 7+«г(«“—|) =— Г 4 


(»~і) 


, з 
ВІП-^- 


8ІПІ 


( 45 °~т) 

С05 ^ 8ІІ1 ^45° — у) + 81П С05 ^45“ — 0 
8ІП у ЗІП ^45° — 0 


зіп 45° 


віп-0іп (45" —0 

Ота. г — с ѵ 2 зіп у зіп (45°— 0. 


578. Обозначим стороны треугольника через а, Ь и с и 
пусть а =я 7 сл, Л = 24 ел, а с = 25 сл. Так как г» 9 Ь % «я с и , 
то данный треугольник прямоугольный. Следовательно, радиус 

Н. описанного круга равен у. Радиус вписанного круга най- 
с 

дём по формуле г — —, где В — площадь треугольника, 

а р — полупериметр. 

Ота. К — 12,5 см, г — і> см. 
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679. По условию ВАЕ = у (черт. 62). Следовательно, 



[_ ВА0 1 = у. Требуется определить /? = 0,В иг = 0 2 С. 
Имеем 

/? + г = О л Р+ ГО, - 0,0 а - 
и 

/? — г = О х В — О а С = ОіО, 

Из прямоугольного треугольника 0,00 2 , где 

находим 

0,Д= 0,0 а • зіп-і, т. е. /?— /-в=4$1п-|-. 

Из двух полученных уравнений находим 

+ 8ІП-|- 

2 

й(і- 8 1 П |) 

г— § • 

Заменяя зіп-| через соз ^90°—можно преобразовать 
9і и выражения. 

Ота. /? = й I соз 8 ^45° — , г = й зіп а ^45° — . 
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580. Из черт. 63 имеем 


зіп В АО : 


ЭЕ МN 


2 г 


АО 


АО 


По условию МИ • ОС = @, 

Б 



Черт. 63. 


т. е. 2га == <3 и, кроме того, 
яг 2 = 5. Из этих уравнений 
можно определить отдельно г 
и а, но так как нам нужно 

знать лишь отношение —, то 

лучше разделить почленно 
второе уравнение на первое. 

Получим = откуда 

г_ 23 

Оше. В АО = агс зіп . 


581. Площадь правильного вписанного 2/і-угольника равна " 
180° 

я/? 2 зіп — —. Площадь правильного описанного л-угольника 
180° 

равна -—. По условию 


Отсюда 



зіп 



Р. 




V р 

У П (І§ О — 8ІП о) ’ 


где а — ——. Выражение 1§<х — зіп а можно преобразовать 
так: 


а — зіп а = а (1 — соз а) =* 2 а зіп 2 , 
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582. Правильные одноимённые многоугольники подобны; 
поэтому (черт. 64) площади их ($! — площадь вписанного 
многоугольника, 5 а — площадь описанного) относятся, как 
квадраты радиусов 

: $ 2 = ОО 2 . 0А\ 

Но нз треугольника ОАО имеем 



Черт. 64. Черт. 65. 


583. Пусть АВ = а (черт. 65) есть сторона правильного 
й-угольника. Тогда 

, ол ., 180° 

А. ВОN=а. = -^ г -, 


, ьтллл “ 90° 

(как вписанный, опирающийся на дугу а). Площадь 0 кольца 
равна 

О =» и (СМ 2 — ОЛР) =» п • АМ? и * 

Ширину й кольца можно найти из треугольника МАМ. 

г, г\ а я , 90° 

Ош. $ = а = 


320 


ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ 


584. Обозначим искомый радиус через х, так что 
(черт. 66) 0 2 А = Оф = х. Из прямоугольного треугольника 

0 ,0 9 Д где Ц)ъО х А = ^ и 0,0 9 = 0 1 В — Оф = Ц — х, 

имеем О а Л = 0,0 2 зіп т. е. * = (/? — *)8іп-^. 

К 8ІП /? 8ІП 

Отв. х = -— --р--г-. 

1 + зіп 2 соз 2 Н5° — —) 

В 




585. Площадь четырёхугольника АВОС (черт. 67) 
разна 2 • ^ О В • АВ ■= /? 3 сІ§ а. Из неё нужно отнять пло¬ 
щадь $ 9 сектора СОВЭ, центральный угол которого равен 
(180 — 2<х)°. Имеем 


5 9 = и /? 3 


180 —2а 

360 


и /? 3 


90 — а 
180 


(а — градусная мера). 

Ош. 5 = 5 г — $ 9 =/? 3 |\:1еа — ]. где а —гра¬ 

дусная мера угла или 

5 = /? 3 [с1 ё а'_ ! + «'], 
где а' — радианная мера угла. 
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586. По условию площадь треугольника АВР (черт. 68) 

1 2 
составляет у площади ромба ЛВСО, т. е. площади тре¬ 
угольника АВС. Так как треугольники АВС и АВР имеют 
общую высоту АС, то 

ВГ=%ВС = 1а. 

Поэтому 



Черт. 68. Черт. 69. 


587. Продолжим ВМ (черт. 69) до пересечения со сто¬ 
роной ОА угла АОВ в точке Н. Из треугольника АМН., 
где АМН = І^АОВ = 60° (как углы с взаимно перпенди¬ 
кулярными сторонами), находим МН = 2АМ = 2д. Следова¬ 
тельно, НВ = НМ МВ = 2а-\~Ь. Теперь из треуголь¬ 
ника НОВ, где ОН = 20В, находим (20В) 2 —ОВ а = (2й-|-0) 2 . 
Следовательно, 


2а / 

Ѵз 




322 


ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ 


58В 


688 . Положим ЦВСО — а. (черт. 70). По условию 
АСИ = 2а, так что /_АСВ — За и ВАС = /_АВС = 

= 90°—-у-. Из треугольника ВС О, где /_ВИС = 90°+у, 
находим 

, /„-о За \ За , - а „ а1 ) 

{ 5ІП (90°- 2 “ I СОЗу- 4С03 3 у— ЗсОЗу 

° 8ІП ^90° + у ^ СОЗу СОЗу 

. Далее вычисляем зіп у , затем 
8 Іп а = 2 8іп у соз у и находим 


Отсюда соз у = у 


8 = у а 2 зіп За = у я 9 зіп а (3 — 4 зіп 2 а). 


Опгд. 8-~{2а-\-і)У(Ъа-\-і){а — і ). 
С 




589. При обозначениях чертежа 71 имеем 
Ж) 2 — №-{-№ —2й#соза и ОВ 2 = й 2 + / 2 — 2д#соза, 

а по теореме о биссектрисе внутреннего угла треугольника 

/ІО 2 п 

=» . Получаем уравнение 

6 2 + /а — 2 Ы соз а __ 6 2 
а 2 + # 2 — 2а# соз а а 2 * 

і) По формуле косинуса тройного угла соз За = 4 соз 3 а — Зсоза; 
если она неизвестна читателю, то её легко вывести из формул для 
соз (2а а), зіп 2а и соз 2а. 
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(а + Ь)1 

из которого находим соз а = ; затем находим зіп а и 

5 = -і- аЬ зіп 2а = аЬ зіп а соз а. 

Ошв. 3 = * д ^ VАаЧ* — (а + Ь)* Р . 

690. Обозначим искомый угол через <р (черт. 72). Пусть 
угол В — больший из двух углов А и В. Тогда 

ЦВСО = ЦВСЕ = 90° — В + <р, 
а 

/.ЛСО = /.ЛСе —9 = 90° — А — ф. 

Применив теорему синусов к треугольнику АОС, получим 

-і- АВ : ОС = зіп /.ЛСО : зіп Л. 

Аналогично из треугольника ВОС получим 

-і- АВ : ОС = зіп / т ВСО : зіп В. 

Приравняв правые части и подставив найденные выражения 


С 



углов АСО и ВСО, получаем уравнение 

соз (Л + у) _ соз (В — 

зіп Л зіп В ’ 

которое приводится к уравнению 

2 зіп <р => соз <? (сіе Л — сі§ Я)* 

Ош. іе ? = у ( с, ё А — сіе в). 
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591. Искомая площадь 5 (заштрихованная на черт. 73) 
равна утроенной площади фигуры ЕМ ГВ. По условию ОЕ => 

= у АВ = у. В прямоугольном треугольнике О Ей катет (Ю 

, . аУ 3 

(радиус вписанного круга) равен -у-; следовательно, 

0О = 0Е^^~. Значит, ^ОЕО — 60°. Точно так же 

1_КРО = 60°. Так как угол ЕВР тоже равен 60°, то ЕО [[ Вр 
и ОГЦВЕ, и четырёхугольник О ЕВР есть ромб со стороной 

у и с углом 60° при вершине О. Вычитаем площадь сек- 

1 / а \ 2 / а \ 2 т/"з 

тора ЕОР, равную у ж (у), из площади ромба (у ) -у- , 

и разность утраиваем. 

Ото. 5 = -|у(3/з — ж). 



592. Требуется найти 5 = у АВ • ОС (черт. 74). Угол 
СРВ — прямой (как вписанный, опирающийся на диаметр). 
Следовательно, ОС = Ар, так что 5 = у АВ • Ар. Но по 
свойству секущей имеем 

ЛВ- АР= ЛЕЗ = (уУ. 
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593. Так как /_ѲСА — /_ОВС (черт. 75) и ЦВСО = 
= і '_ОВС (ибо медиана ОС равна половине гипотенузы), 
то /_Г)СА — /_ВСО. Но по условию /_АСЕ — 1_ВСЕ. 


С 



Вычитая из этого равенства предыдущее, получаем /_Г)СЕ=> 
= _ОСЕ , т. е. СЕ делит пополам угол ОСО. 

594. Диаметр 2/? окружности, описанной около прямо¬ 
угольного треугольника АВС (черт. 76), равен гипотенузе АВ. 

С 



Диаметр 2 г вписанной окружности равен МС-\-СК (так как 
МОКС есть квадрат). Следовательно, 

АС + ВС = (АМ + ВК) + {МС + СК) = 

= ( АІ + ІВ) + (МС + СЮ = 2/? + 2г. 

595. Как в задаче 594, докажем, что а-\~д — 2(г -}-/?), 
т. е. а-]-Ь — 2 (у Я + ^) = у Кроме того, а 2 -{-0 2 = с 2 . 
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Отсюда 

а = ^-с, Ь = ~ с ^или а — ~с, Ъ — . 

Отв. зіп А = , зіп В = -і . 

596. Построим (черт. 77) треугольники ОЕО х и 0Р0 2 
(точки Е и Р — середины сторон параллелограмма). Эти тре¬ 
угольники равны. Действительно, ОЕ = РС, а из условия 
следует, что РС = 0 2 Р. Следовательно, ОЕ — 0 2 Р. Так же 
докажем, что О х Е ~ ОР. Углы ОЕО х и 0Р0 2 (оба они ту¬ 



пые) равны, так как их стороны взаимно перпендикуляр¬ 
ны. Из равенства треугольников ОЕО х и ОР0 2 следует, 
что ОО х — 00 2 и что 1_ ОО х Е = 0 2 0Р. А так как О х Е 
и ОР образуют прямой угол, то и прямые ОО х и 00 2 
образуют прямой угол. Значит, треугольник 0 Х 0 9 0 — равно¬ 
бедренный и прямоугольный. Таковы же и треугольники 
0 2 0 9 0. О в О х О и О х О х О. Отсюда следует, что 0 і 0 2 0 а 0 і 
есть квадрат. 
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ГЛАВА 9 

МНОГОГРАННИКИ 

В этой и следующей главах приняты такие обозначения: 

V — объем, 

5 или 5осв — площадь основания, 

5бок — боковая поверхность, 

5д — полная поверхность, 
а — сторона основания, 

г — радиус окружности, вписанной в основание, 

/? — радиус окружности, описанной около основания, 
Н —высота тела, 

И — высота основания. 

Если указанные величины обозначаются иначе, это каж¬ 
дый раз оговаривается. 

На изображениях пространственных фигур мелким пунк¬ 
тиром обозначены невидимые линии; крупным пунктиром 
изображены вспомогательные линии. 

597. Проекция диагонали А Х С параллелепипеда (черт. 78) 
на плоскость основания АВСИ есть АС (диагональ основа¬ 



ния). Поэтому угол а между А Х С и плоскостью АВСй из¬ 
меряется углом А Х СА. Из треугольника АА Х С находим 

АА Х — АС • а = а 2 + № % а. 

Подставляем в формулу 5е т = (2а 2Ь) • АА Ѵ 

Оше. 5бок = 2 (а -{- Ь) У а г Ь г % а. 
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598. Из каждой вершины призмы, например из вершины А 1 
(черт. 79), можно провести три диагонали (А Х Е, Л,І), А Х С). 
Они проектируются на плоскость АВСОЕР диагоналями 
основания ( АЕ, Ай, АС). Из наклонных А Х Е, А х О, А Х С — наи¬ 
большая та, у которой проекция—самая большая. Следова¬ 
тельно, наибольшая из трёх взятых диагоналей есть А х О 
(в призме есть ещё диагонали, равные А х О, но ббльших нет). 

Из треугольника А У АЕ>, 


С, В, 



Е Г 

Черт. 79. 


где ОА х А = а и А х й = 
= й, находим Н = АА Х = 
д с=.й?соза, ЛД=<5?зіп а. Пло- 
1 щадь равностороннего тре¬ 
угольника АОВ равна 

• АО 2 • У"3. Следовательно, 
$оон — 6.1. ОА* ./3 — 
“6 ’ * ("ТР") * V 3. Объём 

• АЕР-'ААу. 
Отв. йР 5Іп 2 а соз а. 

О 


Замечание 1 ). Для изображения правильного шестиугольника 
(основания призмы) можно построить произвольный параллелограмм 
ВСйО. Откладывая на продолжениях прямых йО, СО, ВО отрезки 
ОА я* ОД ОР = ОС и ОЕ = ОВ, получаем шестиугольник АВСйЕР. 
Точка О изображает центр. 


•) Наглядность чертежа часто облегчает решение задачи. Поэтому 
в ряде задач указаны способы изображения пространственных фигур 
на плоскости. Онн могут дать хороший чертёж даже при построе¬ 
нии от руки. 

Изображения даются в параллельной проекции: направление 
проектирования — произвольное. При таком проектировании изобра¬ 
жениями параллельных прямых служат параллельные прямые (но 
изображения перпендикулярных прямых, как правило, не перпенди¬ 
кулярны). Равные отрезки, отложенные на одной прямой или на 
параллельных прямых, остаются равными и на изображении (по 
длина их, как правило, меняется). Равные отрезки, отложенные 
на непараллельных прямых, могут изображаться неравными от¬ 
резками. 
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599. а) Способ изображения. ‘Квадрат, лежащий 
в основании, изображается произ¬ 
вольным параллелограммом АВСй ^ 

(черт. 80). Точка О пересечения диа¬ 
гоналей изображает центр квадрата. 

Соединяя середину Р стороны АВ 
с вершиной пирамиды Е, получаем 
изображение ЕР апофемы, 
б) Решение. Имеем 

Ѵ = ~ х*Н, 

где х — сторона основания (АВ на «. 
черт. 80) и Н — высота пирамиды ^ 

(ОЕ ). Угол а есть /_ ЕВО (см. ре¬ 
шение задачи 597). Из треуголь¬ 
ника ЕВО находим Н—т зіп а; из треугольника ОАВ 

х = ОВ • У 2 = тУ 2 • соз а. 

і/ 2 о_ я . пА зіп 2а соз а 

Отв. V = -дГП л соз 8 а зіп а =- 5 -, 

о о 



600. Обозначив через т искомое боковое ребро, найдём, 
как в предыдущей задаче, 


У = 


/те 3 8Іп 2а соз а 


Отсюда определяем т. 

Г 


Отв. т : 


ЪѴ 


ЗІП 2а СОЗ а * 


601. Введём обозначения АВ = х; ЕР —у (черт. 80). 
Тогда имеем 5 == 2 ху. Из прямоугольного треугольника О ЕР, 

где ОЕ — Н, находим у 2 = (^ -\-ЕР. По исключении у 

из найденных уравнений получаем х* -\-4Н 2 х 2 — 5 2 = 0. Это 
уравнение имеет два действительных решения, но лишь одно 
из них положительно. 


Отв. х = У у г 4Н*+5* — 2Н* см. 
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602 х ). Соединив середины М и N (черт. 81) сторон ВС 
и РЕ, получаем изображение МИ диаметра вписанного круга, 

так что ММ =4 и ОМ = ^. Так как ОМ есть высота рав¬ 
ностороннего треугольника со стороной а{=ВС = ОС*= 
= ОВ), то-| = ^р^, откуда а = ~. Высоту Н=08 
находим из треугольника 8СО: _ 

Н^=ѴС8 і —ОС і = ур — а‘ і = у Г Р — 

Апофему т — 8М пирамиды находим из треугольника 8СМ: 


Отв. Ѵ = ~УдР — ^, 8 йоа =~Ѵ^Р — сР. 
8 



Черт. 81. Черт. 82. 

603. а) Способ ивображения. Основание можно 
изобразить любым треугольником АВС (черт. 82). Центр 
основания изображается точкой О пересечения медиан а ). 

х ) Об изображении правильного шестиугольника см. на стр. 328 
замечание к задаче 598. 

2 ) Затем две из этих медиан, как не имеющие значения для ре¬ 
шения задачи, можно стереть, оставив только точку О на медиане АЕ, 
как это сделано на черт. 85 на стр. 333. 
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б) Решение. Имеем V = • 5 00Н • Я = у • а 2 3 Я. 

Связь между а и Я найдём из треугольника АОй, где 
Ай = а, а АО есть радиус /? круга, описанного около ос¬ 
нования, так что а = /?Ѵ Л 3. Имеем Н 2 = А1У* — Л0 2 = 
= а 2 — ~ а 2 . Подставляя а а = -|- Я 3 в выражение V, 

получаем V = Я 3 . 

О/яв. Я = 2]/^_К_. 

' /3 

604. а) Способ изображения. В отличие от пря¬ 
моугольного параллелепипеда, все грани которого— 
прямоугольники, в прямом параллелепипеде в основании 
находится параллелограмм, 
а прямоугольниками явля¬ 
ются только четыре боко¬ 
вые грани. Но при изображе¬ 
нии прямоугольного парал¬ 
лелепипеда (см. черт. 78 на 
стр. 327) мы вынуждены изо¬ 
бражать основание также в 
виде параллелограмма. По¬ 
этому чертёж прямого па¬ 
раллелепипеда по существу 
ничем не отличается от чер¬ 
тежа прямоугольного парал¬ 
лелепипеда, и это создаёт 
дополнительные трудности 
при пользовании чертежом: необходимо помнить, что острый 
угол параллелограмма на чертеже является острым и в самом 
деле у изображённой фигуры. Для ббльшей ясности реко¬ 
мендуется на чертеже делать этот угол очень острым, 
как на черт. 83, и обязательно отмечать его буквой 
(в данном случае — буквой а). 

б) Решение. В прямом параллелепипеде диагонали 
(всего их четыре) попарно равны: А Х С — АС Х и Вй х = В х О 
(на черт. 83 АС Х и ОВ х не проведены). Пусть острый угол 
основания АВСЭ есть 2. ОАВ = а; тогда АВС = 180° — а 
тупой, и АС > ВО. Значит, меньшая диагональ параллеле- 



Черт. 83. 
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пипеда есть ВО х (ибо Вй 2 — Н^~\~ ВО 2 , тогда как Л,С 2 = 
= // 2 -(- АС 2 ; следовательно, ВО 2 < А 1 С 2 ). Из условия ВО х = 
=а АС можно найти Н. Именно, из треугольника ВОй^ имеем 
Я 2 = ВО 2 — ВО 2 = АС 2 — ВО 2 . 

Из треугольника АВО находим 

ВО 2 = а 2 -\-Ь 2 — 2 аЬ соз а, 
а из треугольника АВС находим 

АС 2 = а 2 -\- Ь 2 — 2 аЬ соз (180°— а). 
Следовательно, И 2 — 4 аЬ соз а. 

Ош. V = 2 зіп а У(ай) 3 соз а. 

605. Обозначим большую сторону основания (АВ на 
черт. 84) через а, меньшую (ВС) — через Ь. По условию 
а-\-Ь — 9 (см). Чтобы найти а, Ь, а также острый угол а. 



вычислим диагонали основания. Как доказано в решении 
предыдущей задачи, меньшая диагональ [ВЯ 1 == УЗЗ (см )| 
параллелепипеда проектируется на плоскость основания диа¬ 
гональю ВО. Поэтому 

ВО 2 = ВОх — = (У33)2 — 4 2 = 1 7 (^2). 

Точно так же найдём АС* = 6Ь (см 2 ). Получаем два урав¬ 
нения 

а 2 -\-Ь 2 — 2 аЬ соз а = 17; а 2 -\-Ь 2 -\- 2аЬ соз а = 65. 
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Складывая их, находим а 2 -|-й 2 = 41, что вместе с а -|- Ь = 9 
даёт а — 5, Ь = 4 (мы обозначили через а ббльшую сто¬ 
рону). Вычитая, находим 4 аЬ соз а = 48, т. е. соз а = 
48 

== 47575 = 0 , 6 . Следовательно, 

5 0 сн = аЬ зіп а == 4 ■ 5 • 0,8 == 16 (см 2 ). 

Ош. V — 64 см 3 , 5 Л =104 ел 2 . 

606. а) Способ изображения. О построении точ¬ 
ки О см. в задаче 603 (черт. 82 на стр. 330). Чтобы по¬ 
строить линейный угол двугранного угла при ребре ВС 


В 



(черт. 85), соединим середину Е отрезка ВС с точками О 
и А. Точка Е является изображением середины ребра; так 
как треугольники СОВ и САВ — равнобедренные (в натуре), 
то ОЕ и АЕ перпендикулярны к ВС, т. е. ОЕА = 
= <р — искомый линейный угол. Высота пирамиды йО = И 
лежит в плоскости ЭЕА. 

б) Решение. Имеем <р = , где ОЭ — Н, а ОЕ = 

= у • АО (медианы делятся в отношении Г; 2). АО находим 
из треугольника АОй, где ЛО = /. 

2 Н 


Отв. <р = агсі§ 
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607. Угол а измеряется углом ОВЕ (черт. 86), так как 
ОВ — проекция ребра ВЕ на плоскость основания. Для по¬ 
строения линейного угла <р двугранного угла при ребре АВ 
соединим середину Р стороны АВ с О и Е (см. объяснение 


€ 



іЛ 2, 

к задаче 606). Так как $ 0 сн = а 2 = ^я» т0 для вычисления 
V нужно найти Н = ОЕ и й = ВО. Из треугольника ОВЕ 
находим Н — у а и, по условию, Н— 3. Перемножив 
эти равенства, а затем разделив их почленно, найдём 

№ = а и (^у =>3сіё а. 

Следовательно» 

I о Л А. 

У=у-$о вн -# = уа. 


Угол <р определяем из треугольника ОРЕ, где 

а 

2 У~2 г 




і е? = §? ==Я: ^=/5с1е« = Ѵ2 І8<*, 

2 II 

Ош. V = у З 2 сі§ г а; ? = V^ а « 





608 


ГЛ. 9. МНОГОГРАННИКИ 


335 


608, а) Способ изображения. Основание пирамиды 

есть правильный пяти- _ 

угольник (из уравнения В д 

1 80° (я — 2) = 540° /Л\ І 77Ѵ\ 

х / 


находим п== 5). А в пра¬ 
вильном пятиугольни¬ 
ке АВСПЕ (черт. 87, а) 
каждая диагональ (напри¬ 
мер АП) делится каждой 
другой (например ВЕ) в 
крайнем и среднем отно¬ 
шении, так что ПМ ■= 

ЛР^О.6 АП. 

Кроме того, каждая диа¬ 
гональ параллельна од¬ 
ной из сторон (например 
АПЦВС). Центр О ле¬ 
жит на пересечении СМ 
и ЕЫ. Поэтому изображе¬ 
ние правильного пяти¬ 
угольника можно постро¬ 
ить следующим образом. 

Строим произвольный 
треугольник АВП (черт. 
87, б). Делим стороны АП 
и ВП точками М и N в 
крайнем и среднем отно¬ 
шении — приблизительно С * 
в отношении 

АМ \ МП = 2\Ъ\ 


\ К 1 ' ' 
\ X* 

нхі ! ''ъ/м 

\ / 

\ / 

\ I / 

V \ I 1 
X. \ і/ / 


'К' -——; 

чк- -—ы 




$ 

9 

Черт. 87. 


достаточно разделить од- черт. 8/. 

ну сторону и провести 

МЩАВ. Проводим АЕЦВП до пересечения с продолже¬ 
нием прямой ВМ в точке Е. Аналогично строится точка С. 
Изображение центра О лежит в пересечении СМ и ЕЫ. 

б) Р е ш е н и е. Из треугольника СОЕ, в котором ^ ОСЕ=а 
и СЕ = 1, находим Н = ОЕ = I зіп <х; ОС = /соз <х. Площадь 
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основания 

5 = 5 • у • ОС ■ СЮ • зіп 1_С0й = у • ОС 2 • зіп 72 е = 

= у Р сов 2 а зіп 72°. 

О/ЯД. У = у $// = у/ 3 зіп 72°соз 2 азіп а. 


609 *). Для определения угла а рассмотрим треугольник 
СОР (черт. 88), где = СЗ = а (по условию треугольник 


Г 



СВР равносторонний). 
Сторона же ОС (ра¬ 
диус описанного кру¬ 
га) выражается через а 
из треугольника СО О, 
где угол СОО равен 36° 

и СО — у. Имеем 


так что 


Черт. 8а 



соз а = = 


Угол 9 определяется из треугольника 013Р, где РЦ —— 2 — 
(как высота равностороннего треугольника со стороной а), а 
ОѴ = — 3 — (из треугольника СО О). Имеем 

03 __ а сі§ 36° , а УЗ _ с{§36° 


соз ® 


ри 


Ошв. а — агс соз 


1 


251л 36° ’ 


’ 2 уз 

„ сіе 36° 
т = агс СОЗ -5—-. 

т Уз 


610. При обозначениях чертежа 88 имеем ВС = а, 
0О = -%- сіе Площадь основания 

4 91 


5 = 




2 2 


і) Об изображении правильного пятиугольника см. в предыдущей 
задаче. 
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Из формулы V = 5Н находим 

„ ЗѴ 12Ѵ, 180° 

Обозначив искомый угол ОСР через а, имеем 


где 


* Н 
{ % а = ОС' 

а 


ОС = 


2 5ІП 


180°* 


п 

180° 


Отв. а = агсі{* 


іоло 

241/зІп —ія 
_ п ь п 

па 3 


Предварительное замечание к задаче 611 
и следующим 

Если все боковые рёбра пирамиды образуют равные углы 
с основанием, то 1 ) все боковые рёбра равны; 2 ) около осно¬ 


вания можно описать окруж¬ 
ность; 3) высота пирамиды 
проходит через центр этой 
окружности. 

Доказательство. Пусть 
рёбра 5И, ЗВ, 8С н т. д. (черт. 89) 
образуют с плоскостью АВСБЕ 
равные углы. Рассмотрим прямо¬ 
угольные треугольники А08 и 
ВОЗ (08 — высота пирамиды). У 
них общая высота, а острые углы 
ОА8 и ОВ8 равны (так как они 
измеряют углы наклона рёбер 5И, 
ЗВ к основанию). Следовательно, 
А8=В8. Так же докажем, что 
В8 = С8 и т. д. Из тех же тре¬ 
угольников А08 и ВОЗ находим 
АО = ОВ. Так же докажем, что 
ОВ = ОС н т. д. Значит, окружи 
ОА пройдёт через точки В, С и 


-У 



'. д. 


611. По доказанному, высота ВО проходит через центр опи¬ 
санной окружности, т. е. через точку О пересечения диагоналей 
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(черт. 90). Площадь всякого параллелограмма равна половин/: 
произведения диагоналей на синус угла между ними. Поэтому 


Е 




противоположного угла а. 


$ооп 5 Іп а. Из треуголь¬ 

ника АОЕ находим: 

Отв. V = № 5Іп а ід р. 

612 . а) Способ изо* 
бр а ж е н и я. Высота пирами¬ 
ды, согласно предварительному 
замечанию (стр. 337), должна 
проходить через центр окруж¬ 
ности, описанной около равно¬ 
бедренного треугольника АВС 
(черт. 91). Поскольку угол 
а = ^ САВ при вершине ос¬ 
таётся произвольным, изобра¬ 
жение центра О можно взять 
в любой точке отрезка АВ 
(Е —середина ВС) и даже на 
продолжении его за точку Е 
(в последнем случае угол а в 
натуре тупой). 

б) Решение. Высоту ЯО 
определим из треугольника 
АОИ, где [_ ОАО=$, а АО = 
= /? есть радиус описанной 
окружности. Согласно теореме 
синусов сторона ВС равна 
произведению диаметра 2 /? 
описанной окружности на синус 
ВС 

так ЧТО Н = 2 8 Ща • Величина 


= ВЕ находится из треугольника АВЕ -=а зіп 
Следовательно, 


Л5іп|-<ЯР 


я=яі е р = 


5Іп а 
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Площадь основания 

5 = -і- в 2 зіп а. 


в® 5Іп у Ія Р 

От. V — -^-. 

613. а) Способ изображения. Окружность изобра- 
жается в параллельной проекции эллипсом. 

Эллипс можно построить следующим образом. Прове¬ 
дём какой-либо диаметр МЫ окружности (черт. 92) и из 
произвольной точки Р окружности проведём прямую РР, 


Ц 



перпендикулярную к МЫ. Пусть Я — точка пересече¬ 
ния РР с МЫ. Укоротим отрезок РР в каком-либо от¬ 
ношении (например вдвое) и отложим укороченный отре- 
вок РО на той же прямой РР по обе стороны от Р 
(РО = РО'). Поступая так с рядом точек окружности, по¬ 
лучим ряд точек эллипса. 

Эллипс симметричен относительно МЫ {большая ось эл¬ 
липса} и относительно прямой ІЮ ', проведённой через 
центр О перпендикулярно к МЫ (отрезок ѴѴ' — малая ось 
эллипса). Точка О называется центром эллипса. 

Чтобы изобразить окружность, описанную около прямо¬ 
угольника, удобнее сначала начертить эллипс АВСО, изобра- 
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жающий описанную окружность (черт. 93). При этом боль¬ 
шую ось эллипса лучше расположить наклонно 1 ). Одну 
сторону прямоугольника можно изобразить произвольной хор¬ 
дой АВ эллипса; эту хорду целесообразно провести гори¬ 
зонтально. Через центр О эллипса проводим прямые ВГ) и 
АС. Четырёхугольник АВСЭ есть изображение прямоугольника. 



б) Решение. Вписанный угол САВ содержит а°, так как 
опирается на дугу ВС в (2а)°. Из треугольника ВАС имеем 
АВ = 2/? сов а; ВС = 2/? зіп а, так что 

5 = 2 (АВ ВС) Н = 4/? (соз а зіп а) Н. 


Отсюда 

н 8 

4 /? (соз а зіп а) ’ 

Теперь находим V — АВ • ВС • Н. Условие, что дуга (2а)’ 
стягивается меньшей стороной прямоугольника; является 
излишним. 

0 у _ ЗВ С05 а 5ІП а _ ЗВ ЗІП 2а 

тВ ' ~ СОЗ а + зіп а уд - С05 (450 _ а ) ' 


•) На черт. 93 большая ось эллипса принята за диагональ АС 
прямоугольника. Это упрощает чертёж, но не является обязательным. 
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614. Площадь 


основания 


5 = 



{§ а (черт. 94). По 


условию 


5бов = 25 = у а 2 а. 
С другой стороны, 


*бов 


_(.+ 2.Х)я. 


2 а сое* 


Н. 

СОЗ Я. 

Приравнивая ’два выражения 5 вов , на¬ 
ходим 

а 5Іп а а . а 

-а = 1^2’ 

СОЗ 2 -^- 


Н = 


Отв. У = -^ а 


2 * 



615 *). Соединим середину М стороны АВ с О и 5 
(черт. 95). Угол ОМ8 — линейный для двугранного угла а 
(см. объяснение к задаче 606). Следовательно, ОМ = 
= 8М • соз а = т соз а. Из треугольника АОМ, где АОМ = 
о> = 30°, находим 



= 5оон + 5бов = 2 У Ъ т 2 соз а (1 + соз а). 


Отв. $ц = 4 |/3 /я 2 соз а соз 2 . 

') об изображении правильного шестиугольвика см. на стр. 328 
замечание к задаче 598. 
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616. По условию наклонные АС и СВ (черт. 96) равны. 
Значит, равны их проекции: Ай = ОВ. Угол йЕС (Е — се¬ 
редина АВ ) есть линейный угол двугранного угла а. 



Так как треугольник АСВ прямоугольный при вершине С, то 
СЕ = АЕ = у. Следовательно, Ей = ~ сова. Наконец, 

Ай = ВО = У АЕ 2 + ЕО 2 = 1 ■+ соз 2 а. 

г. о сз соз а 

0 /ив. 5лво = - — 4 —. 

Л5 + 5Д + ЛО = с(і + Ѵ г 1+соз 8 а). 

Предварительное замечание к задаче 617 
и следующим 

Если все боковые грани пирамиды наклонены к основа¬ 
нию под одним и тем же углом а, а высота проходит через 
некоторую точку О основания пирамиды, то 

1 ) высоты всех граней равны; 

2 ) в основание пирамиды можно вписать окружность, 
центром последней будет точка О; 

3) 5осн — *^бов соз а. 

Доказательство. 1) Проведем (черт. 97) высоту РМ бо¬ 
ковой грани ВРС и соединим М с точкой О. Отрезок ОМ есть 
проекция РМ на плоскость АВСЪе. Следовательно, он перпенди¬ 
кулярен к ВС («теорема о трех перпендикулярах»). Значит, угол 
ОМР — линейный для двугранного угла а. Из треугольника ОМР 
ОР 

имеем РМ = - ; ОМ = ОР • сі§ а. Если из вершины Р провести 

высоты РЬ, /=УѴ и других боковых граней, то таким же образом 

ОР 

найдем, что все они равны • 
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2) Отрезки ОЬ, ОМ и т. д. будут перпендикулярны соответственно 
к сторонам АВ, ВС и т. д. и равны ОР- сІ§ а. Поэтому если провести 
из центра О окружность радиуса ОМ, то она будет вписана в осно¬ 
вание АВСОЕ. 

3) Точка О — основание высоты пирамиды, по доказанному есть 
центр вписанной окружности. 

4) $овс ~ ~2 ВС ■ ОМ = і ВС (РМ • сое о) = 

= ^ ВС • РМ ^ соэ а = Вуда сое а. 

Точно так же найдём, что 8 0ЛВ = 8 ВЛВ соэ а, и т. д. Складывая эти 
равенства, получим 5 00Я = 5 бов соз а. 


Г 



Черт. 97. 


617. Высота ГО всякой пирамиды (черт. 97) проектируется 
на боковую грань ВГС отрезком, лежащим на прямой РМ. 
Поэтому 1_ОРМ = <о. Значит, а = 90° — <р, т. е. все грани 
наклонены к основанию под одним и тем же углом. По до¬ 
казанному 

о = _0__0_ 

бов С 05 а 5ІП Ч * 

От. 5 б0В _—, ^ . 
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618. Из треугольника ООЕ (черт. 98) 1 ) находим 
Н = ОЕ • '^г •*§?• 

Имеем 

5 °“ = 7 « 9 / 3 и 5во В = 

(см. предварительное замечание к предыдущей задаче). 



Отв. 


ѵ __ а 3 ів ? . 

24 ’ 


5л 


а 8 Уз (1 +созн>) 
4 соз ? 


а 2 УЗ" соз 2 
2 соз ч> 


Замечание. Общее выражение для полной поверхности пи¬ 
рамиды, у которой все грани наклонены к основанию под одинако¬ 
вым углом <р, можно записать так: 


— ^оон 4" Зцо* 


“ 5 о«( 1 + СО зн>)“ 


25„ 


соз 2 у 


соз 


619. Пользуемся формулой 5„ : 

в предыдущей задаче. 

Ошв. а = -±- л ЛЩ*. 
соз -1 К ^3 


а 2 Уз соз 2 -^- 
2 соз у 1 


найденной 


і) Способ изображения — см. черт. 82 на стр. 330, 
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620. а) Способ изображения. Прямая Ш, соеди¬ 
няющая точки касания Ь и N противоположных сторон ромба 
(черт. 99, а), проходит через центр окружности. Поэтому, 
начертив сначала эллипс (черт. 99, б), изображающий окруж¬ 
ность 1 ), проведём через центр О две прямые М, и КМ. 
Через концы их Л/, і. К, М проведём прямые, касающиеся 
эллипса. Получим параллелограмм АВСР, изображающий ромб. 



б) Решение. Чтобы определить 5 оен , найдём высоту РР 
ромба и его сторону АВ. Из черт. 99, а находим РР = 2 ОК =* 
= 2г; из треугольника АРР, где і тт А = а, имеем 


лп 

а = АР = —— = 


2 г 


ЗІП а 


5ІП а * 


Далее находим 


8 аая — АВ • РР = а • 2г = 


4 г» 

Зіпа* 


Из треугольника €>N5 (черт. 99, б), где ОЫ = г, а ОNЕ =р, 
находим Н. Для определения 5„ используем замечание к пре¬ 
дыдущей задаче. 


. с 

ОШ ’ Ѵ — 3 5іп а ’ 


8 г* соз 2 
зіп а соз 8 


621. Использовать замечание к задаче 618. 

5 

От.9. ® = агс соз —. 

т О 


і) О вычерчивании эллипса см. стр. 339—340 (задача 613). 
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622. а) Способ изображения 1 ). Сечение есть па¬ 
раллелограмм А^СВ (черт. 100). Чтобы изобразить линейный 
угол двугранного угла, образуемого сечением А^О^СВ с пло¬ 
скостью основания, 
пронедём прямую ОМ, 
изображающую высоту 
ромба АВСй. Так как 
в натуре ОМ н ОО х 
перпендикулярны к ре¬ 
бру АО, то плоскость 
перпендику¬ 
лярна к АО, а значит, 
и к ВС. Эта плоскость 
пересекает плоскость 
сечения по прямой 
ЛШ ( , так что 
/./ѴИЮ=Р 



б) Решение. Боковая поверхность состоит из четырёх 
равных прямоугольников (так как основание—ромб). Площадь 
боковой грани А^О^ОА равна 
5 1 = Л,/), • ОО х , а площадь 


сечения равна 4? = А 1 0 1 • О,/И. 
Из треугольника ОАЮ 1 имеем 
00 1 =0 1 уИ • зіп Р; поэтому 
= (3 8ІП (3. 

Отв. $ вов = 4(2 зіп р. 

623. Учесть предваритель¬ 
ное замечание к задаче 617. По 
условию ЕО — й (черт. 101). 
Точка Е (середина гипотенузы 
ЛЮ треугольника N00) есть 
центр окружности, описанной 
около треугольника N00. По¬ 


ъ 



этому N0—2 • ЕО=2 • ЕО—2Л. 

Из треугольника ^ОN, где Черт. 101. 

ОN^ = <р, находим радиус 

ОN = г круга, вписанного в основание: г — 2й соз <р. Чтобы 


*) Об изображении прямого параллелепипеда см. стр. 331 (за¬ 
дача 604). 
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найти 5ос„, определим ВЫ (половину основания равнобедрен¬ 
ного треугольника АВС) и АЫ (его высоту). Центр О 
вписанного круга лежит на биссектрисе угла АВС, равного в 

т. е, / т ОВЫ=^, Из треугольника ВОN находим 

ВN — г сід — Из треугольника АВЫ находим АЛ/ = ВЫ- Ід а. 
Следовательно, 

= -I- ВС-АЫ == ВЫ- АЫ = ВЫ*-)]* а = г а с{§ 2 -^-П{* а = 

= 4й 2 соз 2 ф сід 2 у а. 

Отсюда (см. замечание к задаче 618) найдём: 



Отв. 5 П = 8 й ? 2 соз ф соз 2 сід 2 ід а. 


624. Учесть предварительное замечание к задаче 617 *): 
Высоту пирамиды найдём из треугольника ОЫР (черт. 102). 


Н — г)]*<р. Если а и 
я 9 и т. д.—стороны 
основания, то 

<$оон — ЛОВ "Ь^восЧ” 
-(-... = і-АВ.ОЛ1 + 

+ ^ВС-ОЫ 4-...= 

І =^ а г г + ^ а 9Г- І Г 

1 • • • ■— "2* ^ (а, I 
+ «а4- ---) = 

= • 2р = тр. 



Ош. Ѵ = г ^1 


В 

Черт. 102. 


О О вычерчивании эллипса (изображения круга, вписанного 
в основание) см. стр. 339—340 (задача 613). 
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625. а) Способ изображения. Сделав изображение 
правильной треугольной пирамиды ОЛВС (черт. ЮЗ) 1 ), по¬ 
строим треугольник А 1 В 1 С 1 , стороны которого соответственно 

параллельны сторонам треуголь- 
Л ника АВС. Треугольник Л,В,С, 

изображает верхнее основание 
усечённой пирамиды. Изобра¬ 
жение центра О, верхнего осно¬ 
вания получается в пересечении 
00 с одной из медиан Л^Е, тре¬ 
угольника Л,В,С,. Отрезок А Х М, 
параллельный 00, и оканчиваю¬ 
щийся в точке М, лежащей на 
медиане АЕ, изображает высоту 
С усечённой пирамиды, опущенную 
из точки Л, (отрезки ОЛ,, ОВ,, 
ОС, и ОО, можно стереть). 

б) Решение. Объём усе¬ 
чённой пирамиды 

Черт. 103. V = (О -Ь Я + ѴОЯ), 

где 0 и 9 —площади треугольников АВС и А 1 В 1 С 1 , так что 
О = а 2 ; ц = 6 2 . Высоту Н— А г М найдём из треуголь¬ 

ника АА Х М, где ^МАА Х = а и АМ = АО — Л,0,. Но 
АО и >1,0,—это радиусы окружностей, описанных около 

АВС и Л,В,С,. Поэтому ЛО==^г и Л,0, = у^=. Значит, 




следовательно. 



Ош. Р = .і(л 8 — ^)і8а.' 


<) Об изображении правильной треугольной пирамиды см. 
стр. 330 (черт. 82). 
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626. а) Способ изображения. Усечённая пирамида 
изображается как в предыдущей задаче. Для изображения 
линейного угла искомого двугранного угла проводим АуЕ и 
В У Р (черт. 104) параллельно 00 1 до пересечения с диагона¬ 
лями АС и ВО. Проводим прямую ЕР\ она будет параллельна 
АВ и пересечёт рёбра Ай н ВС в точках М и N. Плоскость 
МА^В-уЫ перпендикулярна к ребру АО, так как она проходит 



через прямые А Х Е и МЛ/, перпендикулярные к ребру. Сле¬ 
довательно, /_ЕМА Х = <р есть линейный угол двугранного 
угла при ребре АО. 

б) Решение. Из трапеции МА г В г М получаем МД = 
а — Ь ~ 

= —^— • Высоту усечённой пирамиды находим из треуголъ- 

ника АЕА., где АЕ = - Имеем 
1 У2 

я= ^ = тг‘ еа - 

Объём находим по формуле V + аЬ + /> 2 ). Иско¬ 

мый угол <р = ^ЕМАу находим из треугольника А Х МЕ, где 
МЕ — —(из трапеции МЛ/5^). Имеем 


а — Ь 


. А г Е а—Ь 

= Г 1ца: - 

Отв. Г- М-7%» 1 ; ср=агс!е (/21 е а). 
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627. См. предварительное замечание к задаче 611 на 
стр. 337. Высота пирамиды должна проходить через центр 
окружности, описанной около основания. Но в прямоугольном 
треугольнике АВС (черт. 105) центр лежит на середине гипоте¬ 
нузы АВ в точке Е. Следовательно, АЕ, ВЕ и СЕ будут 
проекциями боковых рёбер АО, Вй и СО на плоскость осно¬ 
вания, так что /_ОАЕ — ЦОВЕ = ЦОСЕ = Объём пи- 

I АС СВ 

рамиды найдём по формуле V = ^— ' && Из А АВС 


В 



имеем АС = с соз а, ВС = с зіп а; из Д АОЕ находим 

Обозначим плоские углы при вершине: /_АОВ =■ 6,, 

ДВОС = 0 2 и ДЛОС = 0 8 . Так как эти треугольники равно¬ 
бедренные, то высоты их ОЕ, ОМ и О/Ѵ пройдут через се¬ 
редины соответствующих сторон основания. Из Д АВЁ> имеем 

Д0 г =180°—2^; из Д/ЭВС имеем зіп ииз ДЛОС 

имеем зіп Ц «= . Из Д АОЕ находим АО = ОВ == и 

из Д АВС находим МВ = = у зіп а и АЫ — 4р = -^-соз а. 

Ош. Ѵ= с8з|п ^ а( 8Р _. О,= 180° —2р, 

0 8 = 2 агс зіп (зіп а соз Р), 0 8 = 2 агс зіп (соз а соз р). 
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628. Требуется найти объём пирамиды С Х АВС (черт. 106). 
Так как боковые рёбра её равны между собой, то они на¬ 
клонены к основанию под одним и тем же углом (эта 
теорема обратна доказанной в предварительном замечании 
к задаче 611 на стр. 337), и высота С : 0 проходит через 
центр О окружности, описанной около треугольника АВС. 
Так как этот треугольник прямоугольный, то О лежит на 



середине гипотенузы АВ (см. объяснение к предыдущей за¬ 
даче). Угол ООС Х (О — середина катета АС) измеряет наклон 
боковой грани АССуА, к основанию. Катеты ВС и АС нахо¬ 
дим из двух уравнений: 

ВС АС— т и ВС — АС ■ а; 


получаем 


АС = 


т 
1 + 


т соз а 

8ІП а -(- С08 а ’ 


ВС — 


т зіп а 

зіп а 4- соз а * 


Затем находим 5 00Н = ВС • АС. Высоту Н находим из тре¬ 
угольника ЭОСу, где СЮ = ВС (как средняя линия тре¬ 
угольника). 


Оше. 


1 пА ЗІП 2 а С05 а 
12 (зіп а + СОЗ а) 3 




т 3 зіп 2 а соз а 
24/2со5 3 (а — 45°) 
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629. Точка О есть центр окружности, описанной около 
основания АВС (черт. 107) (см. предварительное замечание 

к задаче 611 на стр. 337). 


17 



О А — К есть радиус этой 
окружности. Объём пирамиды 

V = 1 • вс ' 2 ае - • ОО = 

1 АЕ ' О0 .ВС=~-Я-ВС 


С 


так как - 


2 

АЕ • йО 


= 0^. Сторо¬ 


ну ВС находим по теореме си¬ 
нусов: 

ВС = 2К. зіп(180° — 2а) = 
= 2Н зіп 2а. 

Д АИО со Д АВЕ (так как Д АОО — Д АВЕ = а); имеем 
пропорцию: 


АО _ ОР , 
АЕ ВЕ >• 


откуда 


АО • ВЕ = АЕ-СЮ. 

Подставив сюда 

= ВЕ 

получим 


ВС 


, АЕ-Ой = 2д, 


а?- вс 


= 2д. 


Исключив из найденных формул, получим 
ВС — У 8@зіп 2а. 


Отв. К =4 ■ (2$) 2 зіп 2 2а. 


і) Черт. 107 (где АО < АЕ) явно не соответствует этому соотно¬ 
шению. Но чертёж, точнее изображающий условие задачи 
9 = 90° — а, был бы очень не нагляден. 
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630. Если грани АРЕ и СОЕ (черт. 108) перпендикулярны 
к плоскости основания, то ребро РЕ есть высота пирамиды. 
Угол ОАЕ есть линейный для двугранного угла ЕАВС, ?ак 
как плоскость ОАЕ перпендикулярна к ребру АВ (доказать!). 
Следовательно, ЦОАЕ = а; аналогично [_ОСЕ = (3. Из тре¬ 
угольников АРЕ и СОЕ, где РЕ = Н, находим АО и ОС и 
подставляем в формулу 

Ѵ = -д- АО^РС-Н. 

Оше. V — у Я 9 сід а сі^р. 


Е Е 



Д ВДВ 


Черт. 108. Черт. 109. 


631. Из треугольника ВОЕ (черт. 109), где ^ЕВО = $ 
(доказать!), находим 

Ш: = /з!п|3 и /Ш = /созр. 

Значит, 

АО = ~ = 1 -^-. 

У2 У 2 

Из треугольника АРЕ находим АЕ = У АО* РВА. Угол <р 
наклона ребра АЕ к плоскости основания есть ЦОАЕ (до¬ 
казать!). Из треугольника АРЕ имеем 1д <р = 

/Кіу 

Оме. ОЕ = І5Іп$ АЕ = СЕ = іу Г 1+|П^ э 
9 = агсі&( 
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632. Наибольшую площадь имеет грань АЛ В (черт. ПО), 
так как её высота ЛЕ больше высоты ЛС двух других бо¬ 
ковых граней, а основания у всех граней одинаковы. Из 
треугольника АС Л имеем 

АЛ — -2— и Н = а Іц 3. 

СОЗ р ь г 

Затем находим _ 

ОЕ^ѴМР-АР--/ 


Угол <р наклона грани АЛВ к плоскости основания есть 
Ц2ЕЛ (доказать!). Имеем 



Черт. ПО. Черт. Ш. 


633. Площадь 5 сечения равна і • АВ • N44 (черт. 111). 

Из прямоугольного треугольника АСЫ, где /_САЫ == 30°, 
находим 

ЛІѴ=І./Ш = ^л и С/Ѵ=і-а. 
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Из треугольника ЫСМ имеем 


(!)■+©*■ 


где Н — аІ§а (из треугольника АСО). 

Отв. о = т-т—. 

4соза 

634. а) Способ изображения 1 ). Чтобы изобразить 
сечение, перпендикулярное к основанию АВС (черт. 112) и 
делящее пополам стороны основания АВ и АС, проведём 
среднюю линию МЫ. Из точки ]] 

р, где МЫ пересекает медиану А 

АЕ, проведём РК параллельно /'\ 

высоте Ой. Искомое сечение есть ц/ іѴ\ 

ЫМК. Действительно, плоскость А ! \\ 

ЫМК проходит через прямую / $ і \ \\ 

РК, перпендикулярную к плоско- / * \ 'Л 

сти АВС (значит, плоскость / Щ ] ДоЛ 

ЫМК перпендикулярна к плоско- / Щ,'Г Ч 'Л\ 
сти АВС). Двугранный угол а / 
измеряется углом Л ДО (доказать!). ^ ч \ 

Плоскость АЕй проходит ^- *В 

через прямую КР, так как точки Чеот 112 

К и Р лежат в плоскости АЕй. р ‘ 

б) Решение. Примем за основание пирамиды КАЫМ 

треугольник АМЫ. Его площадь 5 составляет ~ плсщади 

треугольника ЛВС, т. е. 5 = ^а 2 |/3. Высоту КР выразим 
через Ой, пользуясь подобием треугольников АР К и ЛОО. Так 
как АР составляет АО (ибо АР = ^ АЕ, а АО = ^ АЕ), 

то КР — ОО. Отрезок ОО находим из треугольника БОЕ, 






м 

Черт. 112. 


где ОЕ = ^р- 
Отв. Ѵ = - 


и ^_ОЕО — а. 


і) Об изображении правильной треугольной пирамиды см, задачу 
603 на стр. 330. 
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635. Прямая ММ (черт. 113), по которой плоскость ос¬ 
нования пересекается с плоскостью сечения, параллельна ВС. 
Чтобы построить угол <р, проведём ОР^АВ и соединим 
точку К, где ОР встречает МЫ, с Е. Тогда /_ОКЕ = <р 

(доказать всё это). Площадь сечения 5 = • Л4УѴ • КЕ, где 


Е 



В 



ММ —а и КЕ = . Высота Н определяется из треуголь¬ 

ника ЕОР, где ОР — и РЕ — ^ сі^-^- (из треугольника 
ЕВР). Получаем 


Отв. 


я-/(т«*тМтУ-^ 

^_ д 2 У соз а 

4з1п-^ 8ІП9 


636 } ). В сечении получаем треугольник ѲКМ (черт. 114). 
Как в задаче 634, докажем, что плоскость АЕО перпенди¬ 
кулярна к стороне ВС. Значит, она перпендикулярна и к сред- 

*) Об изображении правильной треугольной пирамиды см. 
черт. 82 на стр. 330. 
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ней линии КМ. Следовательно, /_ОМЕ — линейный угол 
данного двугранного угла а. Из треугольника ОМР, где 


ОМ=*±- АЕ-. 

О 


1 аУ 3 


находим 


Площадь сечения 


ОМ 


а УЗ 
12 соз а * 


5 


• /СЛ/ • ОМ 


_1_ а_ а УЗ 
2 2 ' 12соз а 


УЗ Ф 
48 соз а" 


Площадь основания пирамиды РАКМ вчетверо меньше 
площади основания пирамиды ОАВС, а высота у них об¬ 
щая, Поэтому объём у пирамиды РАКМ равен і V, где 


V — объём пирамиды ОАВС. Следовательно, объём пирамиды 

/ЖЛШС Ѵ 2 = ѵ V. Объём V 

2 4 ]) 



ДООС. Найдём его площадь 5. Треугольник О ЕС —равно¬ 
бедренный, так как ЕС = ЕО как соответственные стороны 
равных треугольников ЛЕС и АЕО (. АС = АО; сторона 
АЕ —общая и 1_САЕ —^/ РАЕ = 60°). Проведём высоту 

его ЕМ; тогда 6' = . Для определения ЕМ найдём 

сначала ЕС из [\АСЕ (по теореме косинусов): 

ДС 2 = АС 3 АЕ 2 — 2 • АЕ ■ АС • соз60° = -д- а 2 . 
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Теперь из Д ЕЫС находим 

ЕЫ = У ЕС 2 — ЫС* = |/* іа 2 —- 


Обозначим углы сечения Д ЕСТ) = Д ЕОС через а. Тогда 
Д С Ей = л—2а. Из треугольника СЕ/Ѵ имеем 


соз а — 


СЛ/ 


3 

2 уТ 


Отв. 5 = 


У 19д 2 . 
12 " ’ 


а 


= агс соз 


3 

2 уТ ’ 


Р 


= ті —2 агс соз 


3 

2 УТ* 


638!). Боковая грань ВССф^ (черт. 116) — равнобочная 
трапеция с основаниями ВС = а и В 1 С 1 — Ь (а > Ь) и 
углом а при основании а. Отрезок В 1 N—^её высота. Находим 

і?,Л/ = і§ а. Из треугольника В Х ЫР, где РЫ = а , 

находим 

Н=В І Р=Ѵ ЫВ? — РЫ* = /і§ 2 а — 1. 


Объём 


Ѵ=-у(а 2 -4-^-4-а^) = - д --- ё -— ТЛіе 3 « — 1. 


Замечание 1. Если острый угол а меньше чем 45°, подко¬ 
ренное выражение отрицательно. Но угол а не может быть меньше 45°. 
Действительно, сумма плоских углов ВСС^ = а и йССі = а грёхгран- 
ного угла С всегда больше третьего плоского угла ВСО; ио 2. ВСО= 

=90°, поэтому 2а > 90°, т. е. а > 45°._ 

Замечание 2. Выражение У Ій 2 а — 1 можно преобразовать 
к виду 



Зіп 2 а— соз 8 а У—СОЗ 2а 

СОЗ 2 а СОЗа 


і) Об изображении усечённой пирамиды см. задачу 625. См. 
также задачу 626. 
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Так как 2а больше чем 90° (но меньше чем 180°, ибо а—острый 
угол), то соз 2а всегда отрицателен. Значит, подкоренное выражение 
(— соз 2а) всегда положительно. 

Отв. V = а „ а ~- ’Ѵ— соз2а = V соз(180°—2а). 

6 соз а ' 6 соз а ' ' ' 




639. Проекция диагонали Вй л (черт. 117) на боковую 
грань ВСС г В г есть ВС 1 . Поэтому [_ С х ВО г — а. Из тре¬ 
угольника ВС 1 Д 1 , где = Ь, находим ВС І = Ь а. Из 
треугольника В х С г В имеем 

Н=Ѵ ВСI — ВуС? = V & с1§ 2 а — Ь 2 = ~^ 2а ♦ 
Объём 

V = №Н = 6 3 _Т^ соз2а . 

ЗІП а 


Замечание. Подкоренное выражение соз2а здесь (ср. замеча¬ 
ние 2 к задаче 638) всегда положительно, ибо а<45°. Действительно, 


12 “ 


Р\С\ __В Х С Х 


Но В У С, есть катет, а ВСу — гипотенуза треугольника ВВуСу. Поэтому 
*2 “ <1> т е. а < 45°. 


Отв. 


V = № 


у~ СОЗ 2а 


зіп а 
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640. Если СО (черт. 118) есть высота треугольника АВС, 
опушенная на гипотенузу АВ = е (на изображении можно 

провести Сй произвольно внутри 
угла АСВ), то /_ СОС ѵ = р (до¬ 
казать!). Имеем 

СО = АВ • 5іп а сов я = -і- с віп 2я 



Черт. 118. 


Н = СС х =СО- і§р. 

Эти выражения подставляем в 
формулу 

Ѵ = ±8Н = ±^с-СО-Н. 
Отв. Ѵ=~^с й 5ш а 2я р. 


641. Одна из частей призмы есть треугольная пира¬ 
мида В 1 АВС (черт. 119). Её объём К, =у V, где V —объём 
призмы. Значит, объём Ѵ 2 дру- 


миды В^А^СуСА) равен —■ V. Най¬ 
дём V. 

По условию ВС -4- АВ = т, а 
из треугольника АВС находим 
ВС == АВ • соз я. Следовательно, 
т соз а т соз а 


ВС-- 


1 + СОЗ а 


2 соз 2 


Площадь основания призмы 5 
равна 

5 = 4 • АС • ВС = ~ • ВС 2 • я. 



Черт. 119. 


Высоту Н=ВВ 1 определяем из треугольника ВСВ Ѵ где 
„ ВСВ Л — р (доказать!). Получаем Н = ВС • р. 

ОТ 3 СОЗ 8 а {В а Ій В /И 3 соз 8 а ІВ а Ів В 
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642. Согласно предварительному замечанию к задаче 617, 
5„ 0 „ = 5 СОЗ ср = 5 5ІП а. С другой стороны, 5оол = а ^ а -. 

Приравнивая эти два выражения, получим а = 21^8 соз а. 
Точка О (центр окружности, вписанной в треугольник АВС - , 
черт. 120) лежит на пересечении биссектрис углов треуголь¬ 
ника, следовательно, 

из Д ООЕ находим Н = ОЕ • <р. 

, 2 

Отв. V = -д- (5 соз а) 2 ; 

5„ == 5 (1 + соз о) == 25 соз 2 (45° — . 




643. На черт. 121 ОЛ = ОС = /? — радиусы окружности, 
описанной около равнобедренного треугольника АВС (АВ = 
= АС = а). В силу условия а > 45° центр О лежит внутри 
треугольника АВС (при а <45° угол А =180° — 2а был 
бы тупым, центр описанной окружности лежал бы вне тре¬ 
угольника АВС, и тогда плоскость, проведённая через высоту 
пирамиды и вершину С, не дала бы никакого сечения пира¬ 
миды). Высота пирамиды проходит через центр О (см. на стр. 337 
предварительное замечание к задаче 611). 
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Из треугольника АО О имеем Н = /? р. Так как по тео¬ 
реме синусов АС — а = 2/? зіп а, то Н = 2^а ?• 

Найдём теперь основание СЕ сечения из треугольника АСЕ. 
В иём 21 САЕ= 180°—2а, а ^ АСЕ, лежащий в основании 
равнобедренного треугольника АОС (АО = ОС = /?), равен 

/"САО ^-2 САЕ =90°— а. Значит, ЛЕС = За — 90°. 

СЕ л 

По теореме синусов откуда 

а зіп (180°— 2а) а зш 2а 

— зіп (За — 90°) — зіп (За — 90°) * 

Замечание. В знаменателе можно написать (— созЗа); но 
угол За заключён между 135° и 270°. так как 4о°<.а<90°; таким 
образом. (—соз За) есть положительное числа Поэтому при вычи¬ 
слениях с таблицами удобнее иметь дело с углом За — 90 й , заключен¬ 
ным между 45° и 180°. 


Отв. 5 = 


Ф соз а (д Э 
2 зіп (За—90°) * 


644. 1) Найдём площадь $ основания призмы (черт. 122). 



Черт. 122. 


Имеем: О = 5, + 5 а , где 
5, — площадь прямоуголь¬ 
ного треугольника АВС, а 
$ 2 —площадь прямоуголь¬ 
ного треугольника АОС, 

О АВ-ВС /зіп а-/ соз а 
•>!=— 2 — — 2 ™ 

I* зіп 2а.. г _ /* ЗІП ир 

— 4 и ‘-’й-4 • 

Следовательно, 
ф = ^ (зіп 2а 4- зіп 2{3) = 

/* ЗІП (а + Р) СОЗ (а — Ь) 

= 2 


2) Найдём высоту Н призмы из условия 5 = ВО • Н. Так 
как в четырёхугольнике АВСй сумма углов при вершинах В 
и О равна 180°, то около него можно описать окружность, 
диаметром которой будет диагональ АС, потому что на неё 
опираются прямые вписанные углы. Из треугольника ВСО, 
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вписанного в эту окружность, находим (по теореме синусов) 
ВО = АС • 5Іп ОСВ = I зіп (я р). 
Следовательно, 

н 5 8 

ВО /5іп(а + Р)' 

Отв. V = / соз (а— Р). 

645. Грани ЛОЕ и ВСЕ (черт. 123) — равнобедренные 
треугольники. Плоскость ЕМЫ (М и N —середины рёбер 

Е 



Черт. 123. 


АО и ВС) перпендикулярна к ЕС и АО и проходит через 
высоту ЕР пирамиды (доказать!). По условию внешний угол 
о = ЕМЬ треугольника ЕМЫ — острый. Поэтому высота ЕР 
п пресекает продолжение МЫ. 

Чтобы определить V, найдём сторону АВ квадрата АВСО. 
Имеем 

АВ — МЫ = Ыр — МР — Н (сі§ Р — с!§ я). 
Следовательно, 

V = --- А В 2 • Н = —ЕР (сі§ р — с!§ а) 2 . 

Построим линейный угол <р двугранного угла, под кото¬ 
рым грань АВЕ наклонена к основанию. Для этого пересечём дву¬ 
гранный угол плоскостью ЕРК, перпендикулярной к ребру АВ. 
Чтобы изобразить её, надо провести РК\\АО до пересечения 
с продолжением ребра АВ (доказать!). Из треугольника ЕРК 
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находим 


Н _ 2Н _ 2 

® ^ ЛВ с(§ р — сі§ о' 


От,. 

. 2 , 2 зіп а зіп р 

ф = агс 1е ——о-;— = агс 1е 

т 6 сі§р — сі§ а & 8ІП (о — Р) 

646. Высота ЕР пирамиды (черт. 124) лежит в грани С Ей, 
перпендикулярной к плоскости основания. Плоскость, прове- 


/ - ісс\ с 

М Х \у ^ 

Д а- В 

Черт. 124. 

дённая через ЕР перпендикулярно к ребру АВ, пересекает 
основание пирамиды по прямой МР\\ВС, а боковую грань 
ЛЕВ — по прямой МЕ, перпендикулярной к АВ (/_ ЕМР — р). 
Прямые Ай и ВС перпендикулярны к плоскости О ЕС, так 
что /_ ВСЕ = 90° и АйЕ = 90° (всё это надо доказать). 

Найдём высоту Н=*ЕР. По условию ЕР-\-ЕМ = т; 

кроме того, ЕМ = . Поэтому Ер(^1 = т, откуда 

Н=ЕР = т:( 1 + -і)вя:(і тес05 - 

V ^вшр; ѵ ^ соза; 2сов2 | 

Далее из прямоугольного треугольника ОЕС находим 

„ ^ ЕС И 

а = иС =-- —-. 

С08 а ЗІП а СОЗ а 

Наконец, находим 

6 = ВС — МР — Нсі&$ = а. 
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Следовательно, 


V — — НаЪ — — Н 8 ——- 

ѵ 3 паи 3 п 81п а с03 а 


/Л 

3 СОЗ 2 а ‘ 


Сумма 55 + ^2 площадей боковых граней ВЕС и АЕО 
равна 

|вс.ю+і/ш.во=І»(гс+го)=4.»( іі ^+^). 


О /кв. V = 


пФ соз а , 
24 соз® ^ 


0 , 0 пФ (8!п а + сов а) _ пФ соз (45° — а) 

^"Г* 2 -I Га .„гк- ... а * 


8 соз 4 у 


4|^2 соз 4 у 


647. а) Способ и з о б р а ж е н и я. Высоту ЕР (черт. 125) 
проводим в середину Р стороны ОС. Соединяем вершину Е 
с серединой М стороны АВ. Тогда <р = ^ РЕМ есть изобра¬ 


жение угла между гранями 
АВЕ и ОСЕ (доказать!). 

б) Решение. Треуголь¬ 
ник ВСЕ — прямоугольный, и 
в нём ВЕС = а (доказать!). 
Значит, ВС = Ь зіп а. Из тре¬ 
угольника АВЕ имеем АВ = 
= 26 зіп а и йсоз а. Из 

треугольника МРЕ, где МР = 
е= ВС — Ь зіп а, находим 

РЕ = ѴМЕФ — Мръ = 

= Ь\^ соз 2 а — зіп 2 а = 

= Ь Ѵ г соз2а . 


Е 



Д М В 
Черт. 125. 


Замечание. Подкоренное выражение соз2а здесь всегда 
положительно, так как 2а < 90°. Действительно, сумма двух плоских 

х г, , , „ос 180°—2а 

углов трёхгранного угла при вершине В (/ АВЕ — -=- и 


/СДЯ = 90°—а) больше третьего (^АВС — 90°), т. е. 
180° — 2 а + (90 о _ а) > 9 о° так что 2а <90°. 


Угол 9 лучше всего найти по его синусу. 

2 .. — - 

Ото. V = у & 3 зіп 2 а у соз 2а; 9 = агс зіп (1^ <*). 
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648. Плоскость ВСЕ (черт. 126) проведена через сторону 
ВС перпендикулярно к ребру /15. Двугранные углы между 
боковыми гранями (все они равны) измеряются углом ВЕС — <?. 
Треугольник ВЕС — равнобедренный. 

Чтобы определить площадь 5 сечения и угол », доста¬ 
точно найти ОД (О— середина ВС). Для этого последова- 





тельно находим ВЗ ^из треугольника Д50, где ВО = и 
ЦВЗО = , затем ВЕ (из треугольника В8Е, где /_В8Е—а) 

и, наконец, ОД = У ВЕ 2 — ДО 2 . Получаем 

ОЕ = ау /Г соз 2 -^- — 

Теперь находим 

с а л 2 ,/ Та Г . ф ВО 1 

5 = - г ОД= т1 / саз 2 2 -—- и зт| = ^-=- 

2 с 08 ^- 

Замечание 1. Сумма плоских углов при вершине 5 всегда 
меньше 360°. Поэтому 0<а<120°. При этом условии 2соз -^-> 1 , 

т - е. ——<1, так что уравнение зіп - 5 - = —--всегда имеет 

2 соз — 2 2соэ| 

решение. 
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Замечание 2. Если а > 90°, т. е. угол АЗВ при вершине бо¬ 
ковой грани тупой, то высота ВЕ треугольника АЗВ пересечёт про¬ 
должение основания, и плоскость ВЕС не даст никакого сечения пи¬ 
рамиды. Между тем формула 


5 = 


02 

2 


/ 


С08 


; 2__ 


_ 1 _ 

4 


и при тупом угле а (меньшем 120°, см. замечание 1) даст определён¬ 
ное значение 5. 


Отв. ср = 2 агс зіп ^ зес ; 

5 =т/ Нт-/ »п(бОЧ-|) 8 1«(бО-_|). 


649. Все восемь граней октаэдра — равносторонние тре¬ 
угольники, так что ЫЕ = ^ ' (черт. 127). Четырёхугольник 
АВСй — квадрат. Его плоскость разбивает октаэдр на две 
равные правильные пирамиды, так что V = 2 • ^ а 2 • ОЕ, где 


ОЕ = У Е№ — О/Ѵ 2 = 



аУ 2 

2 ‘ 


Все двугранные углы октаэд¬ 
ра равны. Угол а = /_ВМО 
( М —середина СЕ) изме¬ 
ряет двугранный угол при 
ребре СЕ (доказать!). Из 
треугольника ОМВ нахо¬ 
дим 


. а ОВ 

5Ш 2=2ш = 


а У 2 ш аУЗ ,/" 2 

2 " 2 ~~ V 3 ’ 


Отв. V 


У 2 Ф . 
3 ' 


а = 2 агс зіп 



Е 



Г 

Черт. 127. 
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650 *). Равнобедренные треугольники ВМА и РМА 


(черт. 128) равны. Поэтому их 


М 



высоты, опущенные из вер¬ 
шин В и Р, пройдут через 
одну и ту же точку Л/их общей 
стороны и будут равны: 
ВЫ— РЫ. Угол ВЫР ра¬ 
вен ср (доказать!). Угол 
Р '= /_ВАМ выражается че¬ 
рез искомый угол а = 
^з^ВМА формулой 

р = 90° — у. 

Найдём сначала тригономе¬ 
трическую функцию угла р. 
Из прямоугольного треуголь¬ 
ника АВЫ имеем зіп В = 

~ а 

{а — сторона основания). 


Из равнобедренного треугольника 
Но ВК— ~ а 2 ~- (как высота 


ВЫР находим ВЫ=. ВІ ^ . 

^не¬ 


равностороннего треуголь¬ 


ника АВО). Следовательно, 


ЗІП 


~УЗ 

2 ^ 1п "5” * 


т. е. 


зіп 



«\ Уз 

2 ' 2 8ІП " 


Замечание. Двугранный угол при ребре правильной шести¬ 
угольной пирамиды всегда больше, чем / РАВ (сравнить треуголь¬ 
ники ВИР и ВАР), т. е. больше 120°. Поэтому величина ■■ - 

всегда меньше единицы. 2 5ІП ~2 


Ото, а = 2 агс соз 


Уз 


і) Об изображении правильного шестиугольника см. на стр. 328 
замечание к задаче 598. 
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651. Грани АМР и АМВ (черт. 129, с), проходящие через 
ребро АМ (перпендикулярное к плоскости АВСОЕР), обра¬ 
зуют с плоскостью основания прямые углы. Найдём общую 
величину {3 углов, образуемых гранями ЕМР и С МВ с пло¬ 
скостью основания. Опустим из А перпендикуляр АО на пря- 



Черт. 129. 


мую СВ (изображение этой прямой должно быть параллельно СЕ, 
черт. 129,6). Тогда Р = /_АОМ (доказать!). Имеем 

= ~, где АО = СК = — (черт. 129, б). Но из треуголь¬ 
ника АМБ имеем = следовательно, 




2 н _ 

а уз ~ уу ’ 


Так как АС X ОС (доказать!), то 7 = /_АСМ есть ли¬ 
нейный угол для двугранного угла, под которым грань РСМ 
(и йЕМ) наклонена к плоскости основания. Из треуголь- 

ника АСМ имеем 1^7 = ^, где АС = ау 3 (черт. 129, б). 


Отв. 


Р = агс 1§і^; 7 = аг сід 


218 а 
Ѵз * 


652. Через прямую линию можно провести плоскость, 
перпендикулярную к другой прямой, только в том случае. 
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если эти прямые перпендикулярны. Докажем, что ВС _[_ Л5 
(черт. 130). Проведём плоскость Л50 через ребро А5 и вы¬ 
соту 50. Так как Л и О принадлежат плоскости Л50 и 
одновременно плоскости основания АВС, то эти плоскости 
пересекутся по прямой АО, т. е. по высоте /Ш равнобед¬ 
ренного треугольника АВС. Треугольники ОСО и ОВИ равны 
(доказать!), поэтому ОБ = ОС\ следовательно, наклонные 5С 
и 8В тоже равны, а значит, прямая 50, являющаяся медиа¬ 
ной равнобедренного треугольника В8С, служит и его высо¬ 
той. Так как прямые ЛО и 
50, по доказанному, пер¬ 
пендикулярны к ребру ВС, 
то ребро ВС перпендику¬ 
лярно к плоскости Л05, а 
значит, и к прямой Л5, ле¬ 
жащей в этой плоскости, 
что и требовалось доказать. 
Чтобы провести через 
д ВС плоскость, перпендику- 
лярную к Л5, достаточно 
опустить перпендикуляр ОД 
на прямую Л5. Плоскость 
ВЕС перпендикулярна к ре¬ 
бру Л5, так как две пря¬ 
мые, лежащие на ней {Г>Е 
и ВС), перпендикулярны к 
Л5. Плоскость Л05, пер¬ 
пендикулярная к ребру ВС, в пересечении с двугранным 
углом а даёт угол аЬе (линейный угол этого двугранного 
угла). 

Треугольник Л50 — равнобедренный (так как высота 50 
проходит через середину основания АП). Следовательно, 

1_А80 = 2 1_А80 = 2а 



(/^Л50 = І^АйЕ — а как углы с перпендикулярными сто¬ 
ронами). Отношение объёма Ѵ ± пирамиды ЗВСЕ к объёму V 
пирамиды АВСЕ (эти пирамиды имеют общее основание ВСЕ ) 
равно отношению высот, т. е. Ѵ г :Ѵ — ЗЕ :АЕ. Из треуголь¬ 
ника йЗЕ имеем 


8Е = йЕ- сіе /_ЕЗО = йЕ • сіе 2а *. 
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из треугольника АЕО находим 

АЕ = ОЕ • ід а. 

Следовательно, 

Ѵ г :Ѵ = 2а -Л%а. 
Отв. Ѵ 1 = V сіе а 2а. 


27 


653 *). Чтобы провести сечение, делящее пополам двугран¬ 
ный угол при ребре АО (черт. 131), нужно иметь линейный 
угол этого двугранного угла. Таковым является угол ВѲС, 
так как плоскость ВЕЮ пер¬ 
пендикулярна к ребру АО. Дей¬ 
ствительно, во всякой правиль¬ 
ной пирамиде боковое ребро АО 
перпендикулярно' к противопо¬ 
ложной стороне ВС основания 
(доказывается так же, как в 
предыдущей задаче); кроме то¬ 
го, в данном случае ребро АО 
перпендикулярно также и к 
прямой РЕ). Действительно, по 
условию треугольник АРО — 

прямоугольный, а так как его углы при вершинах А и Р 
непременно острые, то прямой угол есть ^ АОР. 

Так как ОР = 4- О А = і Л?, то 



оо^Ѵор • О А — 

У2 

(где /? = • Угол и— АРО измеряет 

грани ВСЕ) к плоскости основания. Имеем 




ОО _ В . _7?_ і Г о 

ОР “ уТ * 2 “ Ѵ ' 


угол наклона 


Замечание. Боковое ребро /42? образует с ребром Вй 
(и с ребром СЭ) прямой угол; так как наша пирамида — правильная, 
то и рёбра Вй и Ѣс образуют прямой угол. 


Отв. К = ; <? = агс і^ У2. 


Ч Об изображении правильной треугольной пирамиды см. за¬ 
дачу 603 на стр. 330. 
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654 5 ). Для вычисления полной поверхности неизвестна 
только апофема А/7). Для определения её найдём сначала 
отрезки АМ и ЛШ (черт. 132), на которые делится ребро 
Ай перпендикулярной к нему прямой ЫМ (Л/—середина ВС). 

дѴз 


Затем из треугольника АNМ, где АМ-- 


■, найдём МЫ 


и, наконец, из треугольника Л/ЛШ найдём ЛД). 

В условии не сказано, какое из двух отношений —АМ :МО 

или Мй'.АМ — равно т \п. 


Д 



поэтому можно положить 
Мй = тх, МА = пх, так что 
Ай = {т-\-п) х. Из подобия 
треугольников АМИ и АОО 
имеем 

АМ_АЫ 
АО АО’ 


где 


АЫ = 


дУ 3 


АО. 


4аы-іХі 

о о 


пх • (т -}- п) х = . 

Отсюда находим 


так что 


и 


X: 


У2п (т + я) ’ 


ЛШ = - 


тц 


у 2я (т-\-п) 


АМ-- 


пд 

У2п (т + п) 


■) Об изображении правильной треугольной пирамиды см. задачу 
603 на стр. 330. 
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Л ялрр. 

МЫ 2 = АЫ 2 — ААР = 

4 (/и + я) 

л/в 2 = лш 2 4- мл/ 2 = ?г( ” + 2т> - . 

Теперь найдём 

с <7 г У"3" і 3^> N0 

Од - - | 2 • 

о™. л =іН2.[і +ѵ л МШМ].' 

655. Имеем (черт. 133) ^ > ВВ 1 Л = а и /_ВО і С = а 
(доказать!). Треугольники ВВ,Л и ВВ,С равны (доказать!). 



Следовательно, основание АВСй — квадрат со стороной 
а = й зіп а. Далее находим 


ЛВ г = й соз а 
и 

Н = К ЛВ 1 И — Л В 2 = й! 2 соз 2 а — й 2 кіп^оГ = а}/ соз 2а. 


Плоскость ЛСВ г образует с плоскостью основания угол 
9^,/ВОВ,; і е<Р = §§ = Я:^. 

Отв. I/= йРзіп 2 а}^соз2а; у = агсі& ^ ^. 
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656. Угол ЕОС — а (черт. 134). Для построения угла р 
отрезка ОЕ с боковой гранью ВВ^С проведём ОР _[_ ВС. 
Проекцией ОЕ на эту грань будет РЕ, так что /_ ОЕР = р. 
Если обозначим АВ — а\ ВС — Ь и СС^ = с, то V = аЬс 

и 8 б0В = 2{а-\-с)Ь. Из Д ОЕР 
имеем 

у — ОР = т зіп р = т зіп 2а; 
РЕ — т соз р = т соз 2а; 
из Д ОЕС имеем 

у = ЕС — т зіп а; 
из Д РЕС имеем 

^=РС=УРЕ* — ЕО* = 

= т У соз 2 2 а — зіп 2 а. 

Приведём подкоренное выражение к виду, удобному для ло¬ 
гарифмирования: 

О П . „ 1 4- СОЗ 4а 1 — СОЗ 2а СОЗ 4а -4- соз 2а 

соз 2 2 а — зіп 2 а = —- 2 -=-г;-= 

= соз За соз а. 



Следовательно, 

Ь = 2т Усов За соз а. 

Замечание. Угол $ — /. ОЕР меньше, чем ОЕС = 90° — а 
(сравнить их синусы!). А так как по условию (3 = 2а, то 2а<90°—а. 
Следовательно, должно быть а <30. 

Отз. V = 8 т ь зіп 2а зіп а У соз За соз а; 

Вбок = 16/ге 2 зіп 4^- соз У соз За соз а. 

657. а) Способ изображения. Полуокружность 
изображается полуэллипсом (ЛВ— какой-либо диаметр эл¬ 
липса; черт. 135 1 )), ОС проводится параллельно ЛВ. Прямые, 


4) О вычерчивании эллипса см. стр. 339 (задача 613). 
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перпендикулярные к АВ, изображаются прямыми, параллель¬ 
ными касательным АМ и ВО 

б) Решение. Обозначим АВ = а\ ОС = Ь; ОР — СЕ — Н\ 
а-\-Ь 


тогда V = 


2 


•кН. 


По условию а = 2В\ сторону Ь находим по теореме си¬ 
нусов из треугольника 
ВСО, в котором /_ О ВС 
измеряется половиной ду¬ 
ги ОС — 2а; имеем Ь — 

= 2В зіп а, Из треуголь¬ 
ника СЮР, где 0О = В, 
а АОЬ измеряется 

„ 180° — 2а 

дугой Ай -■ 

= 90° 


2 


' а, находим 
Н = РО = 

— К зіп (90° — а) = 

= соз а. 



Высоту Н находим из треугольника А і АО, где ^Л,ОЛ = а 
(доказать!) и АО можно определить из прямоугольного тре¬ 
угольника АОВ, где ^АВО — опирающийся на дугу АО, 
равен ^45° — . Получим 

Я = 2В зіп (45° — 

Следовательно, 

V = 2/г 3 (1 -{- зіп а) зіп ^45°—-0і§а соз а. 


где можно произвести ряд упрощений: 

1 + зіп а = 2 соз 2 ^45° — 

и т. д. 

Отв. V = /г 3 зіп 2а соз ^45°— 
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658. Проекцией диагонали 0 5 В на боковую грань АА х О х О 
(черт. 136) будет АО г \ поэтому /_ АО х В — Угол а между 
плоскостью сечения ОВВ и плоскостью грани А00 1 А 1 из¬ 
меряется углом ЛОВ (доказать!). 

^_ &і Из треугольника АО і В находим 

/ АВ и ЛО г ; из треугольника ЛВО 
/ < / находим ЛО и из треугольника 

Д.А — Ѵ/і'/уАл я АО х й находим ОО, = Н\ 

іШ 

/ */////// = У (Р зіл 2 а — л? 2 соз 2 а с(§ 2 а = 


= —— У зіл 4 а ■ 
зіп а ' 


• соз 4 а = 


„К _ Щ 

ц . Замечание. У гол р всегда 

черт. іоо. меньше угла о (сравнить их танген¬ 

сы!). Так как по условию р = 90°— а, 
то 90 — а < а, следовательно, о > 45°. Из неравенства 

45° < а < 90° 

следует, что угол 2а принадлежит второй четверти, так что 
соз2а<0, а —соз 2а >0. Для вычислений удобнее заменить — соз2а 
выражением соз (180° — 2а), так как угол 180° — 2а принадлежит 
первой четверти. 

Ош. Ѵ = сі 3 соз а сІ§ 2 а У соз (180° — 2а). 

659. Проведённые линии суть А г /Ѵ и В Х М (черт. 137). 
Четырёхугольник А Х В Х ЫМ — равнобочная трапеция (доказать!). 
Из равнобедренного треугольника МКМ, где МКМ = а и 

ММ = ^, имеем 


Из треугольника Л,/СВ 1 находим 

Складывая эти равенства, получаем 


Г>П 00 I “ 

ООі = — с*Й7 
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Из треугольника ОЕй г , где ОЕ = ~ СЕ Ь Уз, находим 

И = Е0 1 ^^у Г с *ё 2 |’-Т == т/" С ^Т“ с *^ 60 ° = 

= 7 |/ ( с *і + с ‘і 60°)(с іё \ — сіц 60°) = 

36 5Іп(бО и + ^)зіп(бО°--|) 

е=5-----— *і 

4 зіп ~ зіп 60° 

От. V = ]/* 8' п (60° +1-) зіп (б0° — у. 



Черт. 137. Черт. 138. 

660. Для построения угла, образованного диагональю 
АВ г с боковой гранью ВВ Х С Х С, надо найти проекцию АВ ] 
на эту грань (черт. 138). Точка А проектируется в точку О, 
середину ВС (доказать!). Проекция будет В 1 0, так что 
/_ АВуО = а. Из Д В г ЕЮ находим 

я = вв 1 = Ув^—во* 

В х О найдём из прямоугольного треугольника ЛВ х О. Пре- 
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образование выражения, полученного для Н, такое же, как 
в предыдущей задаче. 


Отв. 


*5бок- 


За 2 У зіп (60° + а) зіп (60° — а) 
зіп а 


661. Проекцией диагонали АВ Х на грань АА^С^С будет 
АС г (черт. 139), так что /_ В 1 АС 1 = |3. Высота призмы 

СС 1 = V АС? —АС 2 , 
где АС г определяется из Д В 1 АС І \ имеем 

СС 1 = У № 1§ 2 а с^ 2 (3 — Ь 2 — Ь сід |3 У і^ 2 « — і§ 2 Р = 

= соГ^іііГІ С«-ЬЭ) Зіп (« —Р). 

0т8 • ѵ = г Т оз ' Ѵзй і У 5іп 5іп < а —Р>- 




662. По условию сР-\-2а-МЕ*= 8 (черт. 140). Но из 
треугольника ВМЕ имеем МЕ = ^- сі§-^; следовательно, 

5 = а а (і+с1§[4-Ѵ отсюда а = і/ ---. Теперь из 

1 + сівІ 
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379 


«=]/ МЕР — (-|) 2 = тг|/ « 2 (с1е 2 |— і) = 


у сіе - +1 


Выражение с(д у ~ 1 можно преобразовать: 

с>е 7“ 1 = с*е §■ — с^45° = 

зіп ^45° — УТзІп ^45° — 


зіп 45° зіп 


. а 
81п 2 


/ 5 8ІП 

-- 


(«•-■§) 


2 1^2 зіп 

663. Имеем из треугольника 
АОМ (черт. 141), где 

. л^лл 180" л» а. 180°. 

/-АОМ = — , ОМ=-^сіё — і 
вначит, 

с пФ , 180° 

Ооов — — 4 ~ сіе „ • 

Из треугольника ЕОМ находим 
Н = Ѵ МЕА—ОМ* = 

=т/ '«■і-'Ѵтг- 



Подкоренное выражение преобразуется, как в задаче 659. 
Ошв. V < 


„ , 180° _ / Г / 180° а \ / 180° . а \ 

пФс\% — у 8Іп(— - Т )вш(— + Т ) 

“ І80 3 


24 зіп -гг зіп • 

2 я 
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664. Обозначив (черт. 142) О О = О А через х, получим 

0О 1 = АО • = 

и 

Я=ОО 1 = К0О 1 2 — ОО^Л]/* сі^— 1. 

Полная поверхность 5 пирамиды й л АОС равна 
5 = ОО • АО 4- Ай • Н-\-АО • ОО, = 

= х*-\-хѴ"2х]/ сід 2 |--— 


Отсюда 



Черт. 142. 



Полная поверхность призмы 
$ п = 4* 2 -}- 4 • х У 2 • Н = 

\ 5Ш|- ) ‘ 

Отв. 

45 ^зіп ~ + У 2 соз 

5 П =----- . 

зіп + соз-^ 4- У 2 соз а 1 


665. Высота ОО проходит через центр О (черт. 143, а) 
круга, описанного около треугольника АВС, где АВ = АС = 

« 2/ зіп т|- и ВС = 21 зіп у 1 ). Точка О лежит на перпенди¬ 
куляре КО к стороне АВ, проведённом через середину АВ. 
Поэтому из подобия треугольников АОК и Л5І имеем про- 


*) См. на стр. 337 предварительное замечание к задаче 611 . 
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порцию АО : ~2 АВ = АВ : АІ, откуда 


ІАВ* 

А0 = -ТГ = 


2Р 8ІП* 


/ 


4/ 2 8ІП* — / 2 зіп* 


Далее из треугольника АОО находим 


н= ]/7 2 — Л 0 2 = / 



ЗІП 1 а-ЗІП ? ^ 

4 8ІП г -| — 5ІП 2 


И 


Ѵ = ^ВС-АІ- Я = -І/ З зіп зіп 2 а■ 


31 


1 

2 * 


Подкоренное выражение можно преобразовать, как указано 
в задаче 656. 



Другой способ. Примем за основание пирамиды 
грань ВГ)С (черт. 143,5); площадь её $ оен = у Р зіп р. Грань 

ВОС перпендикулярна к плоскости /ШІ (доказать!), и сле¬ 
довательно, высота пирамиды АО х будет лежать в этой 
плоскости. Проводим 0,Д перпендикулярно к ВО. Из 
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подобия треугольников О х ОЕ и ВОІ имеем , где из 


/\АОЕ 


отсюда 


ЕО = 1 соз а, ВО = 1 и йі = 1 соз-|-; 


О г й = 


I соз а 

Г’ 

С05 і 


Из треугольника Ай0 1 находим 

Я= АО х = УАЕР — ООі 2 = — соз 2 — соз 2 а. 


р 

С03 І 


Оше. Ѵ =-|-/ 3 зіп-| |/"зіп^а +-|-) зіп (а— 


5. Так как треугольник АВС (черт. 144) есть проек¬ 
ция треугольника ОВС, то ОА есть перпендикуляр к пло- 
„ скости основания. Площадь 5 4 
треугольника АВС равна 

8 1 = ^аЬ = ^сР сід а. 

Площадь 5 а треугольника ВСО 
равна 

5 2 = -і-а 2 сііР. 

По условию 

— а 2 (сі^ р — с!§ а) = 5, 

откуда а-]/* с , 8 р!! с(§ . "• 
Площадь 5 3 грани С АС равна 5 3 = Ыі, а площадь 
грани ОАВ равна 5 4 = -^ сН. Следовательно, 

$ 4 _ 5 8 = ~ Щс — Ь) — — аИ (созес а — с*і а). 
Высот'у И определим из треугольника АСО\ получим 
Н = /ОС 2 — і4С*=*Ѵв а с1д а р— ■ а 2 сі§ 2 о. 





667 


ГЛ. 9. МНОГОГРАННИКИ 


383 


Следовательно, 

«$ 4 — 5 3 = -~ а 2 сі§ 2 Э — сІ§ 2 а (созес а — с(§ а) = 

= Т * сі в ? = сі 8 а /с(е 2 Э—сі§ 2 а (созес а— с1§ а) = 

| _ 5( 1 —соза) /~ С^Р — . о. в /~ СІеЗ + СІ8 « 
зіпа V (сій & — с»е <х)- ° 2 V сі^Р — сіе а* 


Боковые грани АСЮ и АО В образуют с основанием пря¬ 
мые углы. Грань ВСЮ' образует с основанием угол, измеряе¬ 
мый линейным углом СЮА = о; 


соз ® = 


АС 

ОС 


сіе д 
сія!»* 


Отв. 


5 4 — 5 


1л/ 5|п ( а + Р) . 

2 V 8ІП (а — р) ’ 


7= “ ГСС05 ®- 


667. Все боковые рёбра пирамиды равны как стороны 
равнобедренных прямоугольных треугольников (черт. 145), 
поэтому высота ОО пирамиды 
будет проходить через центр О 
окружности, описанной около 
основания; 

<^оон '— 2* ^ 51П ОС. 

Из треугольника БОС на¬ 
ходим 

н^Усюр—ос*, 

где СЮ = -|=, а ОС = /? 

У 2 

есть радиус окружности, описанной около треугольника 
АВС. Так как треугольник АВС —равнобедренный, то 

/— ВАС — 90°—-^- и, следовательно, по теореме синусов 
Ве = 2/?зіп(90°-.|-), 

откуда 


Л 



ОС = К = — 2 _. 

2 соз ^ ' 

Отв. V » і д 9 $іп т|- У соз а. 




384 


ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ 


668. Высота пройдёт через центр окружности, описанной 
около основания 1 ) (черт. 146). Биссектрисы углов АЕО и 
ВЕС будут также медианами равнобедренных треугольников 

МЫ 

АЕО и ВЕС. Площадь сечения МЕЫ равна ~^—-ОЕ, причём 
—■ = АК = 1 5іп . Из треугольника ЕОК находим 
ОЕ —У ЕК? — ОК 2 , 

где ЕК — ІС05 и ОК = ВN = ^ зіп^, так что 
ОЕ = 1'\/ Г соз а -|-— 5іп а у . 

Отв. 5оеч = Р 5ІП і/~ СО$ С05 . 


Е 



669. Проведём через вершину А х (черт. 147) плоскости 
А х ЕО перпендикулярно к АВ и А х РО — перпендикулярно 
к АО. Эти плоскости будут перпендикулярны к плоскости 
основания (доказать!) и линия их пересечения А х О будет вы¬ 
сотой параллелепипеда. Образовавшиеся прямоугольные тре¬ 
угольники А г АЕ и А Х АЕ равны между собой (по общей ги¬ 
потенузе АА 1 =с и равным углам А 1 АЕ =/_ А Х АЕ = а). 
Следовательно, А Х Е = А Х Р и поэтому будут равны треуголь- 


Э См. на стр. 337 предварительное замечание к задаче 611. 
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ники А х ОЕ и А х ОР, а значит, ОЕ = ОР и прямая АО — бис¬ 
сектриса угла В Ай. Имеем Я=|/ А Х Е 2 — ОЕ 2 . Так как АЕОР — 
квадрат, то ОЕ = АЕ. Находим АЕ и А Х Е из треугольника 
АА Х Е\ получаем Я = с]/зіп 2 а — сов 2 а = су г — сов 2а. 

Замечание. В трёхгранном угле при вершине А два плоских 
угла равны каждый о и третий угол прямой; следовательно, сумма 
двух плоских углов 2а должна быть больше третьего (90°), т. е. 
2а>90° или а >45°. При этом условии —соз 2а >0 и, следова¬ 
тельно, Н имеет действительное значение. Боковое ребро ААі об¬ 
разует с плоскостью основания А х АО = <?, так как АО — проекция 
ребра на основание 

соз <р = = У2 соз а. 

Ошв. Ѵ — аЪс^ соз(180°— 2а); 5б 0 в = 2с (а Ь) зіп а; 
<р = агс соз (/2 сов а). 


670. Построение в этой задаче то же, что в предыду¬ 
щей, Биссектриса угла ВАй будет диагональю ромба АС 
(черт. 148). 


5 ООН = а 2 віп а. 

Из треугольника АА У Е 
находим 

н=Ѵаа*—ае 2 , 

где АА х = а\ ' для 
определения АЕ на¬ 
ходим сначала АР из 
Д АА Х Р, а потом АЕ 
из прямоугольного 
Д А ЕР. Получим 

АЕ== Л 

а 9 

с °з Т 



откуда 


Я=- 


СОЗ-; 


У сов 2 |- 


сов 2 а. 


Отв. V = 2а 3 зіп |/~ зіп ^ зіп 
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671. Задача решается аналогично предыдущей. Можно 
использовать тот же чертёж 148, сняв в нём обозначение угла 
а = Д А Х АВ и введя обозначения /,ЕЛО=а и / А х Ай — <р. 

Отв. V = 2 аЧ зіп у |/~ зіп ^ зіп -0. 


672. Основание АВС О —прямоугольник (черт. 149). Для 
построения линейного угла двугранного угла Е) х АСО прово¬ 
дим через ребро ЕЕ 1 плоскость, 
перпендикулярную к АС *, в пере¬ 
сечении с гранями двугранного 
угла получим линейный угол 
Д О х Ей = <р. Имеем 

ЭЕ й, 

С05( ? = Ш = Т- 

Обозначим 

АВ = ОС = а, 

ВС = АО = Ь (а > А), СО, = Я, 
Е^Е = А, ЕЕ = А 1 . 

В равнобедренном треугольнике 
углов при основании АВ равна 
внешнему углу 2а, следовательно, Д ВАС = а. Из Д АВС 
находим 

а — 2/? соз а; А = 2/? зіп а. 



ЛОВ сумма внутренних 


Из Д Е)ЕС, где Д ЛСЕ = а, находим 

= а зіп а == 2/? соз а зіп а и ЕС = а соз а = 2/? соз 2 а. 

Из Д Е^ЕС находим 

А = ЕС • р = 2/? соз 2 а і§ р. 

Из Д О х ОЕ находим 

Н=Ѵ О х Е 2 — ЕЕ 2 = V А 2 —А? = 

=У 4/? 2 соз 4 а 1§ 2 р — 4/? 2 зіп 2 а соз 2 а=2/? соз 2 а і§ 2 р—1§ 2 а. 

Выражение 1§ 2 р — 1§ 2 а преобразуем, как в задаче 659. 

Отв. __ 

•$йок = 8/? 2 соз а соз (45° — а) зеср У 2 зіп (р а) зіп (р —а); 

$оеч = 2/? 2 соз 2 а Р; <р = агс соз ^ 
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673. Если катет .АС (черт. 150) стягивает дугу, равную 2р, 
то Д АВС , как вписанный, опирающийся на эту дугу, будет ра¬ 
вен р. Плоскость, проходящая через диагональ В^С перпендику¬ 
лярно к грани ВВ,С 1 С, должна пройти через АС, так как АС 
перпендикулярна к этой грани; линейный угол двугранного 
угла В 1 АСВ будет /_ В Х СВ = [3. Гщютенуза АВ есть диа¬ 
метр описанной окружности и, 

Обозначим ВС = а, АС = Ъ и 
АВ= с. Плоскость АСВ Х отсекает 
от призмы четырёхугольную пира¬ 
миду В Х АА Х С Х С. Так как объём 

пирамиды В Х АВС равен объёма 
призмы, то объём оставшейся че¬ 
тырёхугольной пирамиды равен ~ 

объёма призмы» Если через Ѵ х обо¬ 
значим объём пирамиды В г АА х С х С, 
а через V —объём призмы, то 

2 2 аЬ г, аЬН 

* і 1 ^ * ” 3 * 2 * ^ ^ 2 * 

Из Д АВС находим а и Ь, а из Д В Х ВС находим Н. Для 
боковой поверхности получим следующее выражение: 

*$воя = (2/? соз Р + 2/? 5Іп р -(- 2/?) ■ 2/? соз рі§р = 

= 4/? 2 ЗІП Р (С05 Р — 8ІП Р —1). 

Выражение в скобках можно привести к виду, удобному 
для логарифмирования: соз р зіп р —{— 1=(1 -)-соз р)4- зіп р= 

= 2 соз 2 + 2 зіп соз = 2 соз -|- ^соз -| зіп = 

= 2 соз ^ |^5іп ^90° — -|-) + зіп ^ = 

= 2 соз ~ • 2 зіп 45° соз ^45° — і) = 

= 2 У2 соз соз ^45° — 

Отв. 5бо« = 8 У 2 /? 2 зіп р соз соз ^45° — ; 

Ѵ х = /? 3 зіп р зіп 2р. 


следовательно, АВ = 
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674. Высота ЕО (черт. 151, а) проходит через центр О 
окружности, описанной около трапеции АВСЮ 1 ). Дуги Ай, 
ЮС и СВ (черт. 151, <7) равны (так как по условию стороны 
Ай, ЮС и СВ равны), причём 1_В= 180°—я измеряется 

половиной дуги АЮС. Значит, дуги АО, ОС и СВ содержат 



по 180®—я; следовательно, дуга АтВ содержит 360° — 
—3(180° — я) = Зя — 180°. Из треугольника АОВ, где АВ=а, 
находим 


АО = /? 1 


За 


2зіп 


За — 180°' 


о За 

2с05 т 


^величина соз отрицательна, ибо я — тупой угол, так что 
135° <^< 270°^. Из треугольника ОЮС находим 


ЮС = Ь = 2/? зіп 


180° —а 


а 

а с 05 


За * 
со3 ~2 


Из треугольника АЮР, где АО = Ь и ^Л=180°— я, 
ходим высоту трапеции 


ЮР = Н = Ь зіп я 


а зіп а соз 



на- 


!) См. на стр. 337 предварительное замечание к задаче 611 
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Из треугольника ВОЕ (см. черт. 151, а), где ОВ = К и 
/_ОВЕ = $, находим # = Площадь основания 


5 — (й Ь) к - 


, / За а N а 

а* 1 соз тр — соз 1 соз зіп а 


2 соз 2 


За 

~2 


Ошв. V = — - 3 - зіп3 д *§ ^ 
12соз 3 ^ 


а 3 зіп 3 а ^ 

12 соз 3 ^180°— ^ 


а 2 зіп 3 а 
2соз 2 ^ 


675. Высота ЕО проходит через центр О окружности, 
описанной около трапеции АВСЭ 3 ) (черт. 152). Угол АСВ= 90°, 

как вписанный в эту окруж¬ 
ность, должен опираться на диа¬ 
метр. Иначе говоря, центр О 
лежит на стороне АВ. Трапе- 



Ъ I С 


В — Ъ~^С 


Черт. 152. 


ция АВСО, как вписанная в окружность, — равнобочная, так 
что ОАВ = СВ А. 

Введём обозначения АВ = а\ ОС = Ь\ ^ ЛЕВ = ѵ = 2«. 
По условию ~аН= 5, а из равнобедренного треугольника 

ЛЕВ имеем о = 2Я1§-^ = 2Я1§ а. 

Из этих двух уравнений находим 

И =\^5 с!§ а и а = 2 5 а. 

і) См. на стр. 337 предварительное замечание к задаче 611 » 
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Сторону Ь = БС найдём из треугольника АБС, вписанного 
в окружность с диаметром а. В этом треугольнике 

БАС = 1_ БАВ — 1_ САВ = 1_ СВ А — /_ САВ. 

Но так как треугольник АСВ — прямоугольный, то СВА= 
= 90°— /_САВ. Следовательно, 

1_ БАС = 90° — 2 /_ САВ = 90° — 2а, 
и мы имеем 

Ь = а зіп (90°— 2а) = а соз 2а. 

Наконец, находим 

СЛ/ = Н = АС зіп а = а соз а зіп а. 


Теперь получаем 

V = 4-» —І— НН= ІаНІ + соз 2а) соз а зіп лН — 

О л, О 

= -і-»4$1§[а 2 соз 2 а соз а зіп а У 5 сі§ а е— ? 2а У 5 8 сі§ а. 

Грань АВЕ образует с плоскостью АВС Б прямой угол. 
Для определения угла образуемого гранью АБЕ с пло¬ 
скостью АВСБ, опустим перпендикуляр из О на АБ (он 
изображается прямой ОК, параллельной диагонали ВБ, так 
как последняя перпендикулярна к АБ\ диагональ ВБ на 
чертеже не изображена; ЕКО = <р г ). В треугольнике АОК 
угол ОАК равен АВС = 90° — 1_ САВ = 90° — а. Поэтому 

ОК — АО • зіп (90° — а) = соз а 
и 

_Я 2Я __ 2 Н _ 1 

® ОК а соз а 2Я ід а соз а зіп а ’ 


Для определения угла <р 2 , образуемого гранью БСЕ с пло¬ 
скостью АВСБ, проводим ОІ_1_ЬС; ЕЮ = ср 2 . Так как 
ОЬ = Л/С = к, то 




Я 

к 


Н 

а СОЗ а зіп а 


1 

2 ЗІП 2 а • 


Отв. 


V: 


ЗІП 2 2а 


У^с^а; 


<р 1 = агс (созес а); <р 2 = агс ^ созес 2 . 
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676. Нужно определить (черт. 153) сумму площадей тре¬ 
угольников АВС, АВВ и АСВ. Площадь ^ треугольника 
АВС равна 

АВ ■ СЕ = я 2 і/З. 

Площадь $ а треугольника АВВ 
равна 


4 АВ-ВЕ = АвЛ—.■- 
2 2 соз <р 


С 05 <р 


площадь 5 3 треугольника АСО равна 


$з=»4 ЛС,СО: 


=^АВ • СО=4 ЛВ • СЕ • 129=5! 
Следовательно, 

5 вок — 5-! 5 2 -|- 5 3 



а* У^ . ч 

-г- 1 — (1 4- соз 9 -+- нт са). 
4 соз ер 4 1 11 ■' 


Выражение в скобках преобразуется, как указано в зада¬ 
че 673, и будет равно 2 ]/" 2 со$ соз ^45°—-0. Если в фор¬ 
муле для 5вов в знаменателе сое 9 
представить как 5іп(90° — 9 ), то 
выражение для 5вов можно будет 
сократить на 

соз ^45° — . 

а 2 У1Г соз 4 

Ошв. 5вов = 7 гт- 

4з1п( 4 5»-|) 

677. Так как плоскость осно¬ 
вания АВС (черт. 154) проходит 
через прямую АС, а плоскость се- 
Черт. 154. чения АфС^ — через прямую А Х С Х , 

параллельную АС, то ребро МЫ 
двугранного угла р параллельно прямым АС и А)С Ѵ Поэтому 
для построения линейного угла проводим ВЕ> _]_ АС и 
В0 1 Л.А і С 1 (точки В и ^ будут серединами АС и А\С^. 
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Имеем 

$бок “ (2 АВ —}— ЛС) • ЮЮ | = (2АВ ЛС) • ВЮ • Д 3 = 

= 2а 2 (1 сое а) біп аід^. 

Объём Ѵ х четырёхугольной пирамиды ВЛСС, Д равен 
д- объёма V призмы (см. задачу 673) и, следовательно, 

где 

5 = \ а 2 біп (18 0°— 2а) = I а 2 біп 2а. 

Отв. 8 іт = 4а 2 сов 2 біп а {}; ^ зіп 2а біп а Э* 

678. Как в вадаче 630, докажем, что грань ЮСЕ (черт. 155) 
наклонена к плоскости основания АВСЮ под углом а = 1_ АЮЕ, 
а грань ВСЕ — под равным ему углом а = /_АВЕ\ обе эти 

грани — прямоугольные треуголь¬ 
ники ( ЦСЮЕ = /_СВЕ = 90°). 

Площадь Д треугольника АЮЕ 
(а также равная ей площадь тре¬ 
угольника АВЕ) равна Д = 

= ^ АВ • АЕ. Из треугольника 
АВЕ, где ВЕ = 2/?, находим 
АВ = 2/? сов а, 

АЕ = 2/? біп а, 

так что Д = 2/? 2 біп а соз а. 
Площадь 5„ треугольника СЮЕ (а также треугольника 
СВЕ) равна 

Д = -і ВС • ВЕ = у АВ • ВЕ == 2/? 2 соз а. 

Имеем 

= 5Ц- 2Д -{- 2Д = 4/? 2 (соз 2 а соб а біп а соз а) = 
= 4/? 2 соз а (соб а зіп а + 1). 

Выражение в скобках преобразуется, как указано в за¬ 
даче 673. 

Оше. $д = 8^2 /? 2 соз асов ~ соз ^45° — 
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679. Плоскость сечения ЕСй (черт. 156), параллельного 
гипотенузе АВ, пересекает плоскость грани ЛЕЕ, Л, по пря¬ 
мой ЕЕ), параллельной АВ. Опустив перпендикуляры СМ и 
СР на прямые АВ и ЕС, получим прямоугольный треуголь¬ 
ник СМР, где 1_ СРМ = р (доказать!). Следовательно, 

Д СМР = Д СМВ 
(у них общий катет МС и 

/_СВМ = 90° — я, 

а по условию 

р = 90° — я). 

Требуется найти объём V пирамиды САВОЕ, у которой 
основание ЛЕОЕ— прямоугольник, а высота равна СМ = 
<= а 5Іп р = а с05 а. 



Имеем 

V = у. АВ • МР • СМ = у • АВ • МВ • СМ = 

= у • ВС 2 • СМ = у а 3 соз а 

(катет ЕС есть средняя пропорциональная между АВ и МВ). 
Далее имеем 

5 6 „ в = (ЕС + АЕ-{-ЛС)Я = аЯ(і + - 2 - С 1§: «) ? 

эдесь аН есть площадь грани СВВ 1 С и которая по условию 
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равна площади 5 евч треугольника СОЕ. Следовательно, 
аН = 5„„ = |лВ.С?=ІЛВ.СВ = г ^. 
Значит, 

5 «“ = 2^( 1 +І + СІ « 4 ) = 2Ій( 8ІП “ + 1 + С05 “)' 


Выражение в скобках преобразуется, как в задаче 673. 

Чтобы плоскость СОЕ пересекала грань АВВ Х А Х , отрезок 
МЕ — МВ = а зіп а должен быть меньше, чем отрезок МЫ = 

= Н = тг-т— : а = 7 г -—. Из неравенства а зіп а < я—— нахо- 
2 Зіп а 2 зіп а г ^2 зіп а 

1 У2 

дим зіп 2 а < у, т. е. зіпа<-~. Значит, угол а должен 
быть меньше 45°. 


Оше. V ~ 


а 3 соз а 


У 2 а 2 соз соз ^45° — 


а < 45°. 


680 (черт. 157). Боковая поверхность пирамиды будет 



Черт. 157. + зіп а соз р + соз 0 + соз а). 


Выражение в скобках можно привести к виду, удобному для 
логарифмирования, учитывая, что соз а зіп р + зіп а соз Р = 

== зіп (<х —Р) и соз Р + соз а = 2 соз соз Получим 
зіп (а + Р) + 2 соз соз а ~^~^ = 2 зіп • соз 

+ 2 соз соз — ст- — 2 соз —~ ^зт + соз — 
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Заменив сов ° 2 ^ че рез зіп ^90° — а 2 ^ и преобразовав вы¬ 
ражение в скобках как сумму синусов, получим 


Ота. 


4 соз сов ^45° — ^ соз ^45° — ^. 

0 — соз ^45° — 
а 5іп р 


^бов — 


2Я 2 соз а - ^~ соз М5 



681. Пусть г = ОЫ —радиус круга, вписанного в осно¬ 
вание пирамиды 1 ). Из треугольника йОЫ (черт. 158) имеем 
БО — Н= гі%а. Так как центр О вписанной окружности лежит 

на пересечении биссектрис углов А и В, то ^ О АЖ = ^ 
и 


/_ОВЫ= —- ~° = 45° — . 

Так как угол С прямой, то четы¬ 
рёхугольник МСЫО — квадрат, 
так что МС — С№=г. Следова¬ 
тельно, 

АС = Ь = АМ + МС = 

= '■(<%!+ і) 

и 

СВ = а = г[сі е (45° — + і]. 


В 



Выражения в скобках преобразуются, как в задаче 662, после 
чего получаем 


5 


ООН 



1 У 2г соз і У 2 г зіп ^45° + 

2 ВІп Т 

= Г а сі§ У сі& (45° — . 


і) См. на стр. 342 предварительное замечание к задаче 617. 
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Следовательно, 

Ѵ = -^5 0 он •//=-|г 3 І2асІ2-^-СІ2^45 0 — 40. 
Это выражение можно упростить, если заметить, что 


*8 а = 


8іп а 


зіп а 


п , ® в 

2 8Іп сов 


соз а зіп (90° — а) 


2 зіп ^45° — 40 соз ^45° — 40 


Боковую и полную поверхность можно найти по формулам 



682. Плоскость отсекает от призмы пирамиду В Х АВС 
(черт. 159), высота которой проходит через центр О окруж¬ 
ности, вписанной в основание пирамиды; поэтому все боко¬ 
вые грани её образуют с плоскостью основания равные 
углы а; следовательно, 


Находим 



ОС ■ Ай. 


Из Д ОСО, где ОО = г и Д ОСО = ^, находим ОС — г сі§-^ . 


') См. на стр. 342 и 344 замечание к задачам 617 и 618. 
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Из Д А йС находим ЛО=ОС • а=гсі§-^- а. Следовательно, 

2г 2 с(§2 а соз2 * 

5 оен = г 2 с^ 2 2 - а и 5 П ==-—-. 

Полученные выражения можно упростить, представив а 
в виде д 

зіпа 2 зіп|со 5 | А 


Объём призмы 
У — 5 00 н • И, 
где 

Н = г а 
(из Д^ОО). 

Отв. 


с _^С0 3 4 -с[ 8 |_ 

" СОЗ^а > 

I/ = г 3 с(§ 2 4- а. 


/ 


К с 

Черт. 160. 


683. Из Д ВМС (черт. 160), где ДЛ4СВ = 45°, а 
ДЛГВС=180° — (45°-}-а) — 45° = 90°—а, по теореме 

синусов Отсюда 

вс — а — т з1п ( 45 °+°0 


Из Д АВС находим 

АС = Ь = а с% а = — іп ( { 45 ° + а) . 

ь Зіп а 

Из Д ОСМ находим 

Н = т а. 

Линейными углами для двугранных йАСВ и йВСА бу¬ 
дут Д/ЖуИ и /_ОКМ\ эти углы равны, так как равны 
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треугольники МКС и МЫС (по гипотенузе и острому углу) и 
треугольники ОМК и ОЫМ (по гипотенузе и катету). Обо¬ 
значим их величину через <р; тогда <р = ■—, где МЫ = ■—. 

Ошв. ѵ = ^ и 8 8ІП 3, + - ' ' ; <Р = агс Іе (Ѵ~2 іё а). 

684. Пусть АВЕ (черт. 161, а) — первая, а АОЕ —вторая 
боковая грань. По условию они наклонены к основанию под 

одним и тем же углом а. 
Отсюда следует, что точ¬ 
ка О, через которую про¬ 
ходит высота, лежит на 
диагонали АС. Действи¬ 
тельно, если из точки О 
(черт. 161 , б) опустить 
перпендикуляры ОМ и 
ОЫ 1 ) на стороны АВ 
и Ай, то 1_ОМЕ=я 
и 1_ ОЫЕ = <х (доказать I); 
следовательно, 

ОМ = Исіё « 
и 

ОЫ=Н с*2<х, 

т. е. ОМ = ОЫ. Значит, 
точка О лежит на бис¬ 
сектрисе угла ВАО, т. е. 
на диагонали АС ромба 
АВСО. 

Но тогда также имеем 
ОЖ г = ОЫ і (ОМ 1 и 
ОЫ 1 — продолжения ОМ 
и ОЫ), откуда следует 
равенство треугольников ОМ г Е и ОЫ г Е и, значит, ОЫ г Е = 
= ЦОМ х Е, что и требовалось доказать. 

і) На пространственном чертеже (черт. 161, а) один из этих 
перпендикуляров, например От, можно изобразить произвольной 
прямой, но после этого второй строится вполне определённым об¬ 
разом, так как прямая МЫ должна быть параллельна диагонали ВО. 
Это легко доказать на плоском чертеже (черт. 161, б). 
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Из треугольника ОМЕ находим ОМ = Нсі§ а, а из тре¬ 
угольника ОМ г Е имеем ОМ г = Н Следовательно, вы-' 
сота к ромба равна к = ММ 1 = Н( сі& Р). 

Значит, 

Ѵ = і З от Н = акН = і аН 2 (с*е <* + Р), 

5 П = 5 0СН + 28 аве + 28 ВЕа — а(к-\- МЕ-\- N,5), 


где МЕ = 


Н 

віп а’ 


Тогда 


Ы 1 Е = 


Н 

вшр* 


5 П 


= аЯ(с* е а+^ 



1 4- С05 а 
' 8ІП а 


+ С ^Р + ійт) — 

1 4- С08 Р\ 

8ІП Р )' 


ар 

Выразив числители и знаменатели через и и сократив 



686 . Пусть 1_А (черт. 162) — острый угол ромба, так что 
АС — большая диагональ и О Ай = Проведём МКХ.АС 

и МЫ±_Вй г ). Пусть <р есть угол, под которым плоскость 
ЕАС наклонена к плоскости основания. Тогда МКЕ — ад 
и / -т МЫЕ = ^. Для определения Н выразим МК и МЫ 

і) На черт. 162 следует провести МК^Вй и ММ\\АС, так как 
диагонали ромба взаимно перпендикулярны (ср. предыдущую сноску). 
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-через Н\ получим МК = Н СІ &9 и МЫ — Нсі% ф; эти выра¬ 
жения подставим в соотношение 

.и і ип МК . МѴѴ 

а — АО = АМ + МО — --. 

• в 1 (1 

8ІП 2 " соз -2 

Получим 

^8іп“ С05-|] 

Отв. V ■ д3з1п ° т ч 

+ б(соз |-СІ29+ 8 1п|.СІ8ф] 

\ іп ~2 С03 2 / 

где двугранный угол <р имеет ребром ббльшую диагональ 
ромба, а угол ф— меньшую. 

686 . На черт. 163 отрезок АВ изображает гипотенузу 
основания. Для построения линейного угла а нужно пересечь 

ребро ВВ 1 плоскостью, 
перпендикулярной к это¬ 
му ребру. В данном слу¬ 
чае такую плоскость 
можно провести через 
катет АС. Чтобы дока¬ 
зать это, нужно дока¬ 
зать, что АСХ.ВВ 

По условию верши¬ 
на В, ^проектируется в 
точку О (середина ВС), 
лежащую на катете ВС. 
Следовательно, если про¬ 
вести через В прямую Кі, 
перпендикулярную к ВС, то будет перпендикулярна 

также и к ВВ { (теорема о трёх перпендикулярах). А так как 
АС\\КЬ, то АС±ВВ Ѵ что и требовалось доказать. 

Проведём через АС плоскость АЕС, перпендикулярную 
к ВВ Х . Боковая поверхность призмы равна периметру 
СЕ -|- АС + АЕ перпендикулярного сечения, умноженному 
на ребро ВВ Р Из прямоугольного треугольника ВСЕ, 
где /_СВВ=Р (доказать!) и ВС —а, находим СЕ = а зіп р. 



Черт. 163. 
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Прямая КЬ, а значит, и параллельная ей прямая АС, перпен¬ 
дикулярна к грани ВВ Х С Х С. Поэтому треугольник АСЕ — пря- 

СР 

моугольный при вершине С. Значит, АС = СЕ а и АЕ = , 

так что 

СЯ + ЛС+ЛЯ = а 5 іпЭ(і + *е«+^). 

Ребро ВВ 1 находим из треугольника ВйВ х , где 50 = -2.. 
Получаем ВВ 1 = 2 с ° з ~р, так что 

5 60В = (СЕ 4- АС + АЕ) • ВВ Х = ^(і + а + -1-). 

Преобразуем выражение в скобках, как указано в за¬ 
даче 673, и соз а, как 
указано в задаче 681. 

Отв. 

в 2 Р соз |- 

•Ь'бов =-7--г - • 

У 2 5Іп ^45° —-!%) 

687. Как в предыду¬ 
щей задаче, докажем, 
что ребро АА Х \_ВС 
(черт. 164), а следова¬ 
тельно, и ВВ Ѵ ±ВС и 
грань ВВ Х С Х С — прямо¬ 
угольник. Д А Х АС = 

= 1_ А Х АВ = 2 а (доказа¬ 
тельство см. в задаче 
669) и, следовательно, 
грань АА Х С Х С = АА 1 В 1 В. Точка Е —середина стороны АВ 
и ЕО X АВ (точка О — центр окружности, описанной около 
Д АВС)\ тогда А Х Е X АВ (по теореме о трёх перпендикуля¬ 
рах). По теореме синусов имеем 

АВ = 2 К зіп (90° — а) = 2Ц соз а; 

$оон = у АВА • зіп 2а = 27? 2 соз® а зіп 2а. 



тогда 
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Из треугольника АА Г Е имеем 

. . _._ АЕ _ АВ _ К соз а 

1 СОЗ 2а 2 СОЗ 2а СОЗ 2а * 

Из Д АА х О найдём 

Н=ур — /? а = ■ со ^ 2 а V соз 2 а — соз 2 2а . 

(Подкоренное выражение преобразуем, как указано в за¬ 
даче 656.) Сторона ВС = 2 ВЬ = 2 • АВ • зіп а, Следовательно, 

1/=$ооп • Н= 2# 2 соз а а зіп 2а со ^ 2 а ' ^ соз2<х — соз 2 2а = 

= 2# 3 соз 2 а {§ 2а У соз 2 а — соз 2 2а 


и 


$бов — 25^^^^ -Ь 5 вв,а,с — 2/ • АВ • зіп 2а -[- 21 • АВ • зіп а = 

= 21 • АВ (зіп 2а -{- зіп а). 

О те. V = 2 соз 2 а 2а у зіп За зіп а; 


Еіан — 


в/? 2 СОЗ 2 а ЗІП 4р СОЗ 
СОЗ 2а 


688. Проводим высоту ОМ треугольника ОСЕ (черт. 165); 
тогда Д В МИ = р (доказать!). Обозначим ОС = ОВ через х 

и найдём х из формулы ОС 2 = 
= С Е-СМ, гд е СВ = / и СЖ = 
= /х 2 —ОУП 2 . Из треугольни¬ 
ка СШВ находим 

ОМ = ОВ • сіе тг = хсІеІ-, 



так что 


СМ 


= х |/~ 


1 — сів -2 -I-. 


С1ё а 2 

Подставляя в формулу ОС 2 = 
= СЕ • СМ, получаем уравнение 




-сіе 2 — 


2* 


Корень х = 0, очевидно, не соответствует условию, так что 
имеем 


х = ос = /|А— сіе 2 1-. 
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Следовательно, 

Я = / СРА — ОСА — УР — х 2 = Ісі%- 
Теперь находим 

Ѵ = ±2х 2 Н. 


Р 


Замечание. Величина созр отрицательна, так как у > 45® 
(ибо = = но наклонная ОС больше перпендику¬ 


ляра ОМ, следовательно, <§-|- > 1^. 


Ош. ^ = с^І) == _|./з 


2 СІЕ^-СОЗ? 


81п 2 4 


689. Из треугольника А г РЕ (черт. 166), где /_ А 1 РЕ=а, 
находим РЕ = НсІ§ а, а из треугольника А Х СЕ, где А х С — й, 
находим ЕС = У 6А — Я 8 и, 
следовательно, 


ЕК- 


ЕС Л Г А % - 

“ у? “ У * 


— н* 


Теперь находим стороны осно¬ 
ваний 

АВ — а — ЕК+ ЕР 
и 

А 1 В І — ЕО = Ь = ЕК — ОК=> 

= ЕК — ЕР, 
так что для величины 
а э а& —6 а , 

входящей в формулу объёма усечённой пирамиды, получаем 
выражение 

{ЕК + ЕР) 2 + {ЕК + ЕРІЕК — ЕР)-\- {ЕК — ЕР) 2 = 

= 3 ЕК*+ЕР*. 

Ош. V = (3 • ЕК 2 + ЕР 2 ) = ^ [3 {а 2 — И 2 ) + 2Н 2 сі& 2 а]. 
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690. Можно использовать тот же черт. 166, что и в пре¬ 
дыдущей задаче, введя обозначения АА г = I и ^ А г АС = р. 

Из прямоугольного треугольника АА г С находим АС = 


соз 


так что а = РК - 


I 


У 2 соз р * 

дим Н = 1 зіп р и АЕ = I соз р, так что РЕ 
довательно, 


Из треугольника АА Х Е нахо- 
I соз р 


У2 


■ • сле- 


Ь = ЕО= РК — 2 РЕ : 


-(1— 2С03 2 Р): 


I соз 2р 


У 2 созр' 


У 2 соз р 

Теперь получим 

Ѵ=”-(а* + аЬ + &■) = |^(1 - соз 2? + соз*2?). 


Если числитель и знаменатель помножить на (1-|-соз2р) 
(применив формулу для суммы кубов), то получим несколько 

более простое выражение. 



Замечание. У гол р должен 
быть больше 45°, так как РК~>2 • РЕ. 
Поэтому соз2р<0. 

О те. 

Ѵ=а -^т( 1 - с082 ?+ с08в2 ^ =я 

_ / а 5ІП Р (1 4- соз 8 2р) 

12 соз 4 р 

691. Из треугольников АА^Е 
и ЕА^С (черт. 167) г ) имеем 

АЕ = Нс\§а и ЕС = Н сі§ р. 
Боковая поверхность равна 

5бок — 4 • —= 

= 2 


Апофему А г Ы находим из треугольника где 


ЕN = 


АЕ 

У 2 


Н 

У2 


СІ§а; 


і) Об изображении усечённой пврамиды см. стр. 348. 
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получаем 

А 1 Ы—Н]/~ 1+уСІе 2 а. 

Сумма 

а-\-Ь = АВ-\-А 1 В 1 = 2А і В 1 -{-2АЫ=2^В = 

= ЕС-Ѵ2 = Н-Ѵ2сі ё $. 

Следовательно, 

$бок = 2Я1/2с*ерЯ|/" 1+ісі2 а а. 

Отв. 5 6 ок = 2 Я 2 сі§ р ]/ 2 -|- сі^ 2 а. 

692. Из треугольника А^ЕЫ (тот же черт. 167), где 

еы=аы=- в ~ АхВі =^У"Ъ — 1), 


находим 


я=л 1 е=|-(/з-і)і Е : Т 


лм== д (^з-0 

Л 1 2 С08 7 * 


Теперь получаем 


И = -^-(За 2 + а 2 + а 2 КЗ) = 4(КЗ-1)(4 + Кз) ііт 


5 6ок = 2 (АВ + А г Ві) А^— 2а(Ѵз + і) . “ ІГ? 

Следовательно, 

5 П = 5 60К + Зп 2 + а 2 = - 2дг(1 - с ^Д СОЗт) -. 

Выражение в скобках можно привести к виду, удобному для 
логарифмирования. 

Отв. Ѵ=- -$ У"^— ^о. 7 дЗ {ет; 
о 2 в 2 (1 4 .2 соз 1 ) ^ С03 (т + 30 °) со8 (т ~ ^ 

и ЛЛв и ляп -- * 
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693. Обозначим сторону куба через х (черт. 168). Из 
подобия треугольников ЕО г К ѵ и ЕОС имеем 


Е 



ЕО\ ОіКі 

~Ш ос * 

Здесь 

Е0 х = Е0 — 00 1 = Н—х, 
ЕО — Н, О А = 

ОС = Ѵ Р —Я 2 . 


Следовательно, 

Н — х _ х 

Н ~ У "2 У V — н*' 


Отв. X 


Н У 2 (/* — №) 
Н+ У2 (/* — №) 


694. Из треугольника (черт. 169), где ОР — -^- 

и ОЕР = а, имеем Я = -Ц- сі§ а. Следовательно, объём 
пирамиды 

V = -і- а?Н= ^ а 3 сів а. 

Выразим сторону а через ребро 
куба х — ММ Х . Имеем 
а = 20Р = 20М + 2МР = 

= АГЛ4 -)- 2ММ 1 • а = 

= л: У^іГ -(- 2х а. 

Следовательно, 

, 7 л: 3 (іЛ2 + 2<йд) э с<8а 

6 

Здесь х 3 = Ѵ 1 есть объём куба. 





695. а) Способ построения. Сначала изобразим то 
сечение А 1 ЛІ 1 В 1 (черт. 170), где лежит «верхняя» грань куба 
КіЬ 1 М 1 М 1 (это сечение есть прямоугольный треугольник 
с прямым углом при вершине Л4 Х ). Так как вершины 
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М х , ІѴ, лежат на боковых гранях, то они находятся на сто¬ 
ронах треугольника А 1 М 1 В 1 (М 1 совпадает с вершиной пря- 


Р 


мого угла, прямая М Х К Х изо¬ 
бражает биссектрису пря¬ 
мого угла, ибо Ж,ЛА 1 =Ж 1 І 1 ). 

Теперь изображаем куб 
К^МNК 1 ^ 1 М 1 N 1 . Внутри че¬ 
тырёхугольника К^М^ 
берём произвольную точку 
О г , изображающую пересе¬ 
чение высоты ОО с гранью 
К^М^Ы^ и соединяем её с 
точкой О, сходственно рас¬ 
положенной в четырёхуголь¬ 
нике КЬММ. Проводим пря¬ 
мые 0 1 Л 1 , О х В х , О х М х и 
прямые ОА, ОВ, ОМ, со¬ 
ответственно им параллель¬ 
ные. В пересечении Оі4 1 , ОВ х и ОМ х соответственно с ОА, 
О В и ОМ находим точки А, В, С —вершины основания 
пирамиды. 

б) Решение. По условию АС — 6; ВС = 8; 00 = 24’). 
Обозначим ребро куба через х. Тогда 00 1 = х и ОО г =24 — х. 
По свойству сечений, параллельных основанию пирамиды, 
имеем В І М 1 : ВС = ОО х : Ьо, т. е. В Х М Х : 8 = (24 — *) : 24, 
откуда 



В Х М,= 


8(24 — х) 24 — х 
24 — 3 


Из подобия треугольников К^В Х Ь Х и АВС имеем 

: В Х 1 Х = 6:8; 

здесь 

.. . г, г г, ,, , 24 — х 24 — 4х 

= х и В х і х — В Х М Х — М х і х = —I- х = ■—з—. 

Следовательно, х : - 4 ^ 4х =6:8, откуда х = 3. 

Отв. 3. 


’) На черт. 170 эти соотношения не соблюдены. 
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696. Сечение ВСС^В Х (черт. 171) есть трапеция (доказать!). 
Проведём плоскость МЫЕ (М и N —середины сторон АО 
и ВС). Она пересечёт плоскость ВСС 1 В І по прямой ЫК 
(К — середина В.С^. Имеем / ЫМЕ = / МЫЕ — а и 



/_ МОК = Э (доказать!). Вы¬ 
сота /СА7 трапеции ВСС 1 В І нахо¬ 
дится из треугольника КЫМ, 
где МЫ — а и МКЫ = 
180°—(а + р). По теореме 
КМ а 

синусов—= 51п(а + В ) .т.е. 

КЫ — , Д , ЗІП . а оч -« Теперь нахо- 

ЗІп (а + Р) Ѵ 

дим верхнее основание В 1 С 1 
трапеции; из подобия треуголь¬ 
ников АБЕ и В^Е имеем 

ап _ а • КЕ _ а-КЕ 

11 “ МЕ ~ ЫЕ * 


КЕ 

Отношение гщ- найдём из треугольника КЫЕ, где КNЕ = 

= а — а 2. МКЕ (как внешний для /\КЫМ). 

Получаем 

КЕ 8іп (а — р) _ 

МЕ ~~ 5Іп (а + Р) ' 


следовательно, 

а г _ а зіп (а — р) 1 
1 » ~ зіп (а + Р) * 

Площадь сечения 

а зіп (а — р) 

0 0 Зіп (а + Р) а ЗІП а 

6ов ’ “ 2 * зіп (а + Р) * 


Отв. 3 0вч 


Ф ЗІП 2 а СОЗ р 
ЗІП 2 (а + Р) * 


697. а) Способ изображения. Сделав изображение 
пирамиды ЕНРО(2 (черт. 172), изображаем прямую МЫ, по 
которой пересекаются плоскости; она параллельна стороне НР 
и пересекает ось ОЕ в точке В. Концы М и N отрезка МЫ 
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лежат на апофемах ЕР и Ей. Проведя РЫ и ОЫ, НМ и 
<, получаем изображение плоскостей, пересекающихся 
по МЫ. Отметим точки Л 1 и С ѵ лежащие на пересечении 
АВ и СВ с апофемами ЕА 
и ЕС (Л и С — середины НР Е 

и С ?0). Угол АВС — линей¬ 
ный угол получившегося 
двугранного угла. По усло¬ 
вию АВС = 90°, т. е. 
треугольник АВС — равно¬ 
бедренный прямоугольный и 

ВО — АО = 

б) Решение. Из подо¬ 
бия треугольников ЕМЫ и 
ЕБР, где БР = а, имеем 

МЫ = а-~. Угол ОАЕ Н 
ЕО 

есть линейный для двугран¬ 
ного угла а, так что 

ЕО = АО • а = у а. Кроме 
= а — !)• Следовательно, 

МЫ = а = а (1 — с *ё «)• 



того, ЕВ = ЕО — ВО 


Отв. 


, У"2дз1п(а— 45°) ’ 
МЫ — а(1 — сіе а) = —- т-і - 

ь ' 5іп а 


698. а) Способ изображения. Проводим прямую СМ 
(черт. 173), изображающую перпендикуляр, опущенный из С 
на АЕ. Через точку О х , где СМ встречает ЕО, прово¬ 
дим КЫ^ВБ. Четырёхугольник КСЫМ изображает сечение. 
Доказательство следует из нижеприводимого решения. 

б) Решение. Так как плоскость КСЫМ перпендику¬ 
лярна к ребру АЕ, то стороны МК и МЫ, а также диаго¬ 
наль СМ сечения КСЫМ перпендикулярны к АЕ. Так как 
диагональ СМ лежит в плоскости равнобедренного треуголь¬ 
ника ЛЕС, то она пересекает прямую ЕО, являющуюся 
высотой этого треугольника. С другой стороны, диагональ КЫ, 
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лежащая в плоскости треугольника ВЕО (и, как сейчас будет 
доказано, параллельная основанию ВО этого треугольника), 

тоже пересекает прямую ЕО, 
являющуюся высотой треуголь¬ 
ника ВЕй. А так как плоскость 
КС ММ имеет с прямой ОЕ только 
одну общую точку 0 1 , то в 
этой точке диагонали КМ и МС 
пересекаются друг с другом. 
Плоскость КСММ перпенди- 
27 кулярна к ребру АЕ; поэтому 
углы ЕМК и ЕММ —прямые. 
Прямоугольные треугольники 
ЕМК и ЕММ равны (доказать!); 
следовательно, МК=ММ и ЕК= 
Черт. 173. =ЕМ. Из последнего равенства 

вытекает, что КМ\\вЬ и что 
К0 1 = О^М. Следовательно, диагонали МС и КМ взаимно 

перпендикулярны и, значит, 5 0вч = МС • КМ. 

Диагональ МС находим из прямоугольного треуголь¬ 
ника АМС, где 2І САМ — <р и АС = а \^2 . Получаем 
МС = а У 2 5іп щ. 

Диагональ КМ находим из равнобедренного треуголь¬ 
ника КЕМ, где 2І ЕКМ = ?. Имеем КМ = 2 • О х Е • сів ®, где 
0 1 Е=0Е — ОО г . Отрезок ОЕ определяется из треуголь¬ 
ника АОЕ (или ВОЕ); находим ОЕ = - 2 - • ів ?. Отрезок 

же 00± определяется из треугольника ОСО г , где ОСО г = 
= 90°— ^МАС =90° — <р. Находим 

00 1 = ОС .1в (90° — с?) = -2-р- сІ В ®. 

Теперь получаем 

КМ= 2- О г Е-с = 2(-2-р-{ е? — Я р - сіе? = 
= а У 2 (1 — сів 2 ®). 

Следовательно, 

8 аел = \мС-КМ=а\1 — сів 2 ?)зіп ? = — 
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Замечание. Для того чтобы плоскость КСЫМ, перпендику¬ 
лярная к АЕ, дала бы сечение пирамиды, нужно, чтобы точка М её 
пересечения с прямой АЕ лежала на отрезке АЕ (а не на его про- 
~ должении), а для этого угол А ЕС должен быть острым, т. е. 
^у 4ДС==180° — 2ф<90°. Следовательно, ф>45°, а поэтому соэ2ф 
есть величина отрицательная. 


Ошв. $08, = 


я 2 сов 2д> 

8ІП ф 


а 2 соз (180° — 2ч>) 

5ІП ф 


699. Четырёхугольник АМКЫ (черт. 174), получающийся 
в сечении боковой поверхности призмы, всегда является 
параллелограммом (доказать!). Чтобы он был ромбом, должно 



быть АМ = АЫ. Из равенства треугольников Ай Ы и АВМ 
(доказать!) следует, что ЮЫ=ВМ. Значит, прямая МЫ па¬ 
раллельна прямой Вй, а значит, и плоскости АВСО. Следо¬ 
вательно, прямая ЕР, по которой плоскость АМК.М пересе¬ 
кается с плоскостью АВСй, параллельна диагонали МЫ 
(и диагонали ВП), а значит, перпендикулярна к другой 
диагонали ромба АК (и диагонали АС). Отсюда следует, 
что ер = /_САК есть линейный угол искомого двугранного 
угла. Прямая ОО х , соединяющая центр ромба О х с центром 
основания призмы, перпендикулярна к основанию (доказать!). 
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Из треугольника А00 1 находим 


АО 

с05( ?=ж 


ОБ 


АО, 


ОіМ , а 


Замечание. Плоскость, проведённая через прямые АМ и Л1Ѵ, 
пересечёт ребро ССі лишь в том случае, если ССі!> СК, т. е. если 
высота призмы не меньше, чем 


■ V 218 ?= 


а 4^2 У 1 — соз 8 ?_ 


1 -» 8 2 7 


_ а У 2 соз а 


СОЗ? 


‘8 


8ІП- 


В противном случае ни через точку А, ни тем более через другую 
точку ребра ЛЛ : требуемого сечения провести нельзя. 

Ошв. ср = агс соз . Задача имеет решение только при 

., а У 2 соз а 

условии п — - -. 

5Іп т 


700 0 (ср. решение предыдущей задачи). Так как 
МЫ = АС (черт. 175) и В К > ВО, а по условию должно 



і) Об изображении прямой призмы см. стр. 331 (черт. 83). 
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диагональ ромба, так что /_АВС —тупой, а /_ВАй — 
острый. 

Угол ср = /_ОВО х — есть линейный угол искомого дву¬ 


гранного угла. 


Из треугольника ОО х В имеем созср = 


ОВ 
Оф * 


где ОВ = О А • . А так как О А = О Х М = О г В , то соз 9 


Оф 



Здесь так как а — острый 


угол. 

Оше. <р = агс соз ^ > задача имеет решение только при 
условии 


р Д> Д Д-Ѵ . 92» . 

Зіп|. 


701. Ср. предыдущую задачу. Площадь 5 сеч ромба ВМКМ 
(черт. 176) равна 

8 сеч = ±. ММ. ВК = 2М0 1 . ВО л . 

Из треугольника МО х В, где 
^ ' ш МВО х = находим: 

ВО х = МО х - 
Следовательно, 

5 0вч = 2-ЛЮ 1 2 .с^-^== 

= 2 • ЛО 2 • СІ^-у» 



Отрезок АО находим из треугольника АО В, где АВ = а и 
/_АВО = у. Получаем ЛО = азіп-|-. 

Отв. 8 0 еч = 2 а 2 зіп 2 —. 
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702 г ). Пусть секущая плоскость проводится через сере¬ 
дину М (черт. 177) ребра АВ параллельно рёбрам АС и 50. 
Ребро АС лежит в плоскости АВС. Поэтому плоскость, про¬ 
ведённая через М параллельно АС, пересекает грань АВС 


В 



по прямой МЫ, параллельной АС. Значит, МЫ —средняя 


середина ребра ВС. Ребро 50 лежит в плоскости 5СО, 
а плоскость сечения параллельна ребру 50. Поэтому Л/І|| 50 

(ЫЬ = у 50 = и I — середина ребра СО. Так же до¬ 

кажем, что МК и что К —середина ребра АЛ, 
Следовательно, 

КЦ\АС и КЬ = ~, 

Значит, сечение МЫЫ( есть ромб. Но кроме того, угол 
ЫМК —прямой. Действительно, ребро 50 лежит в плоскости 
505 (5—середина АС), а эта плоскость перпендикулярна 
к ребру АС. Следовательно, 50_|_ЛС. Но по доказанному 
Л1/СЦ50 и МЫ\\АС\ значит, МК±_МЫ. Из этого следует, 

что МЫ1.К —квадрат со стороной 
№ 

Ошв. 5сеч • 


') Об изображении правильной треугольной пирамиды см. стр. 330 
(черт. 82). 


V т. е. Ы есть 


линия треугольника АВС (МЫ= 
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703. Пусть СО (черт. 178) есть боковое ребро, пер¬ 
пендикулярное к плоскости основания. Так как по усло¬ 
вию / РАС = ІРВС = а, то 
АС = СВ, т. е. треугольник 
АВС —равнобедренный при 
вершине С и, значит, по усло¬ 
вию — 90°. 

Всякое сечение пирамиды, 
перпендикулярное к основанию 
АВС, есть четырёхугольник 
МКЪМ с двумя прямыми углами 
(ІЫКЬ и 1_КЬМ). Чтобы 
этот четырёхугольник был 
квадратом, должно быть КМ = 

= 7(7, = ЪМ = х. Из равен¬ 
ства треугольников АКМ и 
ВЪМ (доказать!) следует, что 
АК = ВЪ, а значит, КС = СЪ, 

так что КС = —І== = —7 =. Из 

У2 У2 

треугольника АКМ находим 
АК = КМ • сід а = х сід а. Так 




как 

то 


Черт. 178. 

КС + АК = АС = а, 
получаем уравнение 

^=+дгсіда = а. 


У" 2 

откуда 

_оУТ 


Оше. 

В = іг 2 
Ооеч л 


1 + ут СІ§а * 


2 я 3 


(1+ Ѵ2СІЦ а) 3 ’ 

704. В сечении полу¬ 
чится трапеция МА Л В Х М 
(черт. 179), равная боко¬ 
вой грани ЬЬ г С х С (дока¬ 
зать!). В отсечённой части 
Л,5 1 С}0 1 Л1Л/С0 имеем 
А х й і = В- І С 1 = МС = ЛШ, как отрезки параллельных между 
параллельными плоскостями. Полученное тело есть наклонная 
призма с основанием СС 1 0 1 0. Через апофему ВО усечённой 
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пирамиды и апофему 00 основания проведём плоскость РСС^С}^, 
получим = а (доказать!). Перпендикуляр ЬК, опущен¬ 

ный из I на прямую ОР, будет высотой призмы (доказать!). 
Из треугольника ЬКО, где ЬО = ($ Х Р = а, имеем ІК. = а зіп а. 

Из треугольника РЬО находим РО = = ——. Объём 

г * СОЗ а СОЗ а 

призмы V вычислим по формуле 

Ѵ= ° хС ^ ПС -- РО- Щ. 

Найдём полную поверхность 5 тела АМА^В^ЫВ, отсе¬ 
чённого плоскостью А 1 В Х ЫМ. Грань АА Х В Х В равновелика 
сечению МА Х В Х Ы (доказать!). Каждая из этих граней имеет 

площадь 5 1 = я ~^ 3а - ■ <2(2 Х , где = РО = . Каждая из 

АМ • А Р 

граней АА Х М и ВЫВ Х имеет площадь $ 2 =-^—, где 

АМ — АО — ЛШ — За — а = 2а и А.Р = РО = — . Пло- 

1 соз а 

щадь $ 3 грани АВММ равна $ 3 = АМ - АВ = 2 а • За. Имеем 

5 = 25| —|— 25 а —|— 5 3 . 

12 «2 соз 2 ~ 

Отв.Ѵ = 2а 3 а; 5 =-—. 

Предварительное замечание к задаче 705 
и следу ющим 

При решении задачи 705 и трёх следующих мы восполь¬ 
зуемся следующей теоремой. 

Если многоугольник АВСПЕ ..., лежащий в плоскости Р, 
проектируется на плоскость Р х (проекция — прямоугольная), 
многоугольником А 1 В ! С х О х Е 1 .то площадь 8 многоуголь¬ 
ника АВСИЕ ... и площадь многоугольника А х В х С х О х Е х ... 
связаны соотношением 

8 Х = 8 соз а, 

где а—угол между плоскостями Р и Р х . 

На вступительных экзаменах нередко предлагаются задачи, 
при решении которых трудно обойтись без этой теоремы ■). 


і) См., например, задачи 705 и 706. 
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Между тем она не содержится в наших учебниках тригоно¬ 
метрии. Поэтому мы даём её доказательство. 

Доказательство. Сначала рассмотрим случай, когда про¬ 
ектируемая фигура есть треугольник АВС (черт. 180, а), у которого 
одна сторона АВ параллельна плоскости проекций Р х . Проведём через 
АВ плоскость 0, параллельную плоскости Р х (Е — точка пересечения 
с проектирующей прямой СС ]). Получим треугольник АВЕ, равный 
треугольнику АіВ х Сі. Проведём высоту СО треугольника АСВ; 
прямая ЕО будет высотой треугольника ЛЕВ, а угол а = /_ЕОС 
будет линейным для дву¬ 
гранного угла САВЕ, рав¬ 
ного углу между плоско¬ 
стями Р и Р х . Из треу гол ь- 
ника ОСО находим ОС — 

= СО ■ соз а. Следова¬ 
тельно, 

$, = і. Ай. ОЕ = 

= -і- АВ • ОС • соз а = 

= 5 СОЗ а. 

Затем рассмотрим слу¬ 
чай, • когда проектируе¬ 
мая фигура есть треуголь¬ 
ник ІЛШ (черт. 180, б), 

- стороны которого не 
параллельны плоскости 
Рі. Такой треугольник 
можно разбить на два 
треугольника типа, рас¬ 
смотренного выше. Для 
этого достаточно через 
одну из его вершин М 
(не самую близкую и не 
самую далёкую от пло¬ 
скости Рі) провести пло¬ 
скость 0, параллельную 
Рі, она пересечёт тре¬ 
угольник ЬМЫ по прямой КМ, параллельной Р ъ Если 8' и 5" — 
площади треугольников КМИ и І*МК, а 5( и 8 Х — площади их про¬ 
екций (треугольников КіМ х И і и ЦМ Х К{), то по доказанному 

== З' соз а и З х = 8" соз а. 

А так как 5 = 5' + 5" и $! = $[+ з" , то' 

= 5^ + З" — З' соз а 4 . 5" соз а = (5 / + 3 й ) соз а = 5 соз а. 




Черт. 180. 
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В случае, когда многоугольник имеет более трёх сторон, мы 
разобьём его на треугольники и, рассуждая как в предыдущем слу¬ 
чае, докажем общую теорему. 

Заметим, что эта теорема справедлива и для площадей криволи¬ 
нейных фигур. Для доказательства нужно вписать в криволинейную 
фигуру многоугольник и совершить переход к пределу. 


705. Имеем (черт. 181)5ос Н =—и Н=ВВ 1 =ВО + ВВ,. 
лыг 

& 


Из треугольников ВЕО и В 1 5 1 0 (Е и В, — середины АС 

и Л,С,) имеем 

50= 55- = 
и 



■Іда 


5,0 = ^^. 


Следовательно, 


Зв» 


V = Зоо* • Я = -д-(ід а -Н&Р) 


_ За 3 5іп (а 4- р) 

8 соз а сов р * 

Сечение ЛВС проектируется 
на плоскость нижнего осно- 
Черт. 181. вания треугольником АВС. 

По доказанному (см. предвари¬ 
тельное замечание) площадь $ сечения ЛОС и площадь тре¬ 
угольника АВС, т. е. $ оен , связаны соотношением $<„,„ = $ соз а, 

так что 5 = . Таким же образом (проектируя сечение 

Л,ОС г на верхнее основание), найдём, что площадь $' сече¬ 
ния Л^Сі равна $' = Следовательно, 


5 + $' — 5„он (^- + ^іу)* 


Отв. V ■■ 


За 3 5іп (д + Р) . 
8 соз а соз р ’ 


о , г/ й 2 УЗ соза+Сйзр ^У 3с03 ^ со5 2 

— 4 • С03аС03 р — 


2 соз а соз р 
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706. а) Способ изображения. Соединяем середины 
К и В (черт. 182) сторон АВ и Ай. Через точку Е, где КВ 
пересекает АС, проводим прямую ЕМ (угол МЕС изобра¬ 
жает линейный угол двугранного угла а). Через точку 0 2 , 
где ЕМ пересекается с ОО х (изображение оси), проводим 
РМ\\ВО. Пятиугольник КВММР изображает сечение. Дока¬ 
зательство вытекает из нижепри¬ 
водимого решения. 

б) Реш ение. Так как КЩВй, 
то плоскость КШМР (проходя¬ 
щая через КЕ) пересекается с 
диагональной плоскостью 055 1 0 1 
(проходящей через ВО) по прямой 
РМ, параллельной КВ и ВО. 

Ось призмы 00 1 лежит в диаго¬ 
нальной плоскости 0ВВ 1 0 1 и, 
следовательно, пересекается с 
прямой РМ. С диагональной пло¬ 
скостью ЛСС 1 Л 1 плоскость КВММР 
пересекается по прямой МЕ 
(Е —середина КВ); эта прямая 
тоже пересекает ось ОО х . Но 
так как плоскость КВММР, в 
которой лежат прямые РМ и ЕМ, пересекается с осью 
ОО х только в одной точке 0 2 , то обе прямые ЕМ и МР 
проходят через Эту точку, т. е. точка пересечения прямых 
РМ и ЕМ лежит на оси ОО х . Прямые ЕС и ЕМ перпенди¬ 
кулярны к КВ (теорема о трёх перпендикулярах); значит, 
1_СЕМ — а. 

Площадь 5 пятиугольника КВВСО равна площади квад¬ 
рата АВСО без площади треугольника АКВ, так что 5 = 

== № — у = у ЬК Площадь 5 0 еч пятиугольника КВММР опре¬ 
деляется по теореме, доказанной в предварительном замеча- 
нии к задаче 705 (стр. 416). Имеем Ь 2 = $ сеч соз а, т. е. 

<: — 762 
0вв ' 1 “ 8сов^* 

Сравнивая треугольники М0 2 М и ВОС (у них ЁО = М0 2 
и ММ > ВС), убеждаемся, что ММ0 2 < / ш ВСО; а так как 
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ВСО = 45°, то Л4М? 3 < 45°, и следовательно, угол 
<?=/_ МЫР —острый. Остальные углы сечения—тупые (острый 
угол ЛШ0 3 = 90°— МЫО^ больше 45°; угол МЬК равен 
180° — 1_ ЬМО% — 180° — 1_ ЫМО^). Из треугольника МО%Ы 
имеем 


но 


<(> _ МО' 

~2 7ю 


А Ю, 


ОС 

СОЗ а 


ОБ _М0 2 

СОЗ а СОЗ а * 


Следовательно, 


*д-| = с °5 а. 


Отв. $ееч 


т 

8 СОЗ а ' 


9 = 2агсід(со5 а). 


707. а) Способ изобр 
отдельно основание призмы (чер 
липе (черт. 183,6), изобра¬ 
жающий круг, около которого 
описано основание 1 ). Проведём 



ж е н и я. Сначала начертим 
'. 183, а). Затем проведём зл- 



какой-либо диаметр МN эллипса, и через концы его про¬ 
ведём касательные СО и АВ ; они изображают прямые, на 
которых лежат основания равнобочной трапеции. Проводим 
какую-либо прямую КЬ, параллельную СО и АВ. Через 

і) О вычерчивании эллипса см. стр. 339 (черт. 92). 
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точки К и Ь, в которых она пересекает эллипс, проводим 
касательные к эллипсу (О А и ВС). Четырёхугольник АВСй 
изображает равнобочную трапецию, описанную около круга. 
Далее строим изображение прямой призмы АВС0А 1 В 1 С 1 0 1 . 
Секущая плоскость, проходящая через боковую сторону аЬ 
и вершину В и пересечёт грань АА Ѵ В Ѵ В по прямой АВ Хъ 
а параллельную ей грань — по прямой ЬС, параллельной АВ Ѵ 
В сечении получаем четырёхугольник АВ^Ой. Из точки В 
проводим прямую ВЕ, параллельную радиусу ОК, ведущему 
в точку касания К. Эта прямая изображает перпендикуляр, 
опущенный из В на Ай. Следовательно, угол ВЕВ Х есть 
изображение линейного угла а. 

б) Решение. Из треугольника ОРА (черт. 183, б), где 

^Р■=.МN=2^ и 1_ОАР =■ а, находим ВС = Ай = 

Обозначим АВ через а, СО — через Ь, АО = ВС — через с. 
По свойству описанного четырёхугольника 

а + Ь= Л5 + СО= ЛО+ДС = 2с = 


Имеем 


о а 4- Ь , 2 г п 

$осн- — н — ІІНѴ 2г “ 


4> 
Зіп а* 


Следовательно (см. предварительное замечание к задаче 705), 


5 


сеч 


е 

°осн 
СОЗ а 


4г 3 8/-3 

зіп а СОЗ а зіп 2а' 


Высоту Н = ВВ 1 найдём из треугольника ВВ 1 Е, предва¬ 
рительно определив ВЕ из треугольника ВЕА, где 

АВ = а — 2 АМ = 20 М • сі§ ОАМ = 2 г сі§ у. 

Имеем 

ВЕ=а зіп а и Н = ВЕ-і§я. 


Следовательно, 

Н=2гсі§ у зіп аідя. 

Теперь находим 

5 вов = Я (а + Ь + 2с) = 4 Нс. 
О те. $ б0Е = 16 г 2 !§■ а сід у; 5 ееч = . 
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708. а) Способ изображения. Секущую плоскость Р 
можно провести через любую из двух диагоналей грани 
ВС^В, (черт, 184). Проведём её через диагональ ВС,. По 
условию РЦЛВ. Следовательно, плоскость Р пересечёт пло¬ 
скость основания ЛВС по прямой ВК, параллельной Ай (пря¬ 
мая ВК целиком лежит вне треугольника АВС). Так как грань 
ВСС 1 В 1 перпендикулярна к ЛО, то она перпендикулярна и 
к прямой ВК', значит, СВС Х есть линейный угол двугран¬ 
ного угла (3 при ребре ВК. 



Изобразим теперь треугольник, являющийся сечением 
призмы плоскостью Р. Одна сторона этого треугольника (ВС,) 
известна; остаётся найти противоположную вершину, т. е. 
пересечение плоскости Р с ребром ЛЛ,. Для этого доста¬ 
точно соединить точку В, в которой прямая ВК пересекает 
продолжение ребра АС, с точкой С,. Точка В, где прямая 
С,В пересечёт ребро АА 1 , будет искомой вершиной. 

Докажем это. Так как точка Е лежит на прямой ВЕ, по 
которой пересекаются плоскости Р и ЛВС, то эта точка при¬ 
надлежит плоскости Р. С другой стороны, точка Е лежит 
на прямой АС, по которой пересекаются плоскости ЛСС,Л, 
и ЛВС; значит, она принадлежит плоскости ЛСС,Л, (она на¬ 
ходится на продолжении грани ЛСС,Л,). Следовательно, точ¬ 
ка Е должна принадлежать линии пересечения плоскостей Р 
и ЛСС,Л,. Точка С, по условию тоже принадлежит пере¬ 
сечению тех же плоскостей. Следовательно, плоскости Р и 
ЛСС^Д, пересекаются по прямой С,В, т. е. на этой прямой 
лежит сторона (С, В) сечения, находящаяся на грани СС 1 Л 1 Л. 
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Значит, точка Р, где С Х Е пересекается с ребром АА 1 , есть 
искомая вершина. 

б) Решение. Так как треугольник АВС есть проекция 
треугольника РВС Ѵ лежащего в плоскости Р, на плоскость 
основания, то 

о -і- а 2 зіп 2а 

о _ °ОСН __ & 

0в ' і СОЗ Р СОЗ Р ’ 


где а = АС —боковая сторона равнобедреннего треуголь¬ 
ника АВС. Выразим а 3 через боковую поверхность 5. 

Имеем 

5 = (2АС -{- ВС) • СС 1г 


где АС = а, ВС = 2а сова и = ВС • і§|3 = 2а соз а ідр. 
Следовательно, 

5 = 4а а соз а (1 + соз а) |3 = 8 а 2 соз а соз 2 ^ 


Ошв • 


5 

16 


зід2д сІ^Р 
соз р соз а соз 3 у 


4 зіп р * 


709. а) Способ изображения. Продолжив отрезок 
ВС (черт. 185), изображающий катет основания, на расстоя- 



Черт. 185. 

ние СО = ВС, получаем точку О, которая в натуре симмет¬ 
рична с В относительно катета АС. Возьмём точку М на 
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середине ребра АА Х и изобразим сечение призмы плоскостью Р, 
проходящей через точки В,, М и О. Для этого соединим 
точки В, и О. В пересечении с ребром СС, найдём точку N. 
Треугольник В,ЛШ будет искомым сечением. Действительно, 
точка О лежит на прямой ВС и, значит, принадлежит пло¬ 
скости СВВ 1 С 1 (О находится на продолжении грани СВВ Х С Х ). 
Но точка О лежит также и на плоскости Р, поэтому она 
находится на линии пересечения плоскости Р с СВВ Х С Х . 
Точно так же и точка В, находится на этой линии. Зна¬ 
чит, плоскости Р и ВСС, В, пересекаются по прямой В, О. 
Точка Л/, где В,О пересекается с ребром СС,, есть одна 
из вершин сечения, так что сечение призмы есть треуголь¬ 
ник ВуЫМ. 

Так как ВС = СО и СЛ/|| ВВ Х , то СN есть средняя ли¬ 
ния треугольника ВВ,0, т. е. N —середина ребра СС Ѵ Сле¬ 
довательно, прямая ММ параллельна прямой АС, лежащей 
в плоскости основания. Вследствие этого и прямая БЕ, по 
которой плоскость Р пересечёт плоскость основания, парал¬ 
лельна АС и, вначит, перпендикулярна к плоскости грани 
ВСС 1 В 1 . Поэтому ВОВ г есть линейный угол двугранного 
угла <р при ребре ОВ. 

б) Решение. Имеем (см. решение предыдущей задачи) 

о '-'орн _ 

084 соз т 2 соз ч 


(где а—ВС, Ъ — АС), а так как 6 = а1§!3, то 


5 


СѲЧ 


2 соз ч * 


Найдём с 2 * 4 . По условию (3 есть меньший из острых углов 
треугольника АВС, так что # < а и площадь ЬН грани АСС Х А Х 
меньше площади аН грани ВСС 1 В 1 . Поэтому разность В этих 
площадей (предполагаем, что она положительна) равна (а— Ь) И. 
Из треугольника ОВВ,, где ВО = 2 ВС — 2а, находим 
Н — 2аі% ср. Следовательно, 

5 = 2а 2 (1 — іеР)і ё ?. 


Отсюда находим а 2 . 


Вуеч ■ 


5 

4 


(1 —18 Р) 5іп ч 


8 _ зіпр 

4 1^2 зіп (45°— р) зіп ч * 
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710. Угол между непересекаюідимися диагоналями ВА г 
и АР Х (черт. 186) равен углу <р = ^ т А 1 ВС 1 между ВА Х и 
прямой ВС Х , параллельной Имеем СВС Х = 

= ОЛО, = а и ЛВЛ г = р. Для определения угла <р 
находим сначала из треугольника А Х ВС Х (по теореме 

косинусов), а затем из прямоугольного треугольника АуВ х С х 
и приравниваем найденные выражения. Получаем 

В А» + ВС? — 2 ■ В А Х ' ВСу • соз <? = В Х А? + В Х С Х \ 
Отсюда 

2 • ВАу • ВСу • соз <р = (В Л^—В А Л^) + ( ВС*—ВуСу 2 )=2. ВВ Х 9 . 

В это равенство подставляем 

_ ЛЛ, __ 

1 5ІП [і ЗІП Р 

(из треугольника ВАА Х ) и ВСу — . Получаем 

соз ір == зіп а зіп р. 

Другой способ. Через ребро В,С г проведём пло¬ 
скость В 1 С 1 С а В 2 , перпендикулярную к ВА Х (это возможно, 
так как В х Су^_ВА у ). Пусть Е — точка пересечения прямых 
ВАу и В Х В 2 . Из прямоугольного треугольника ВС Х Е находим 
ВЕ = ВСу соз «р, а из прямо¬ 
угольного треугольника ВВ У Е, 
где ^ВуВЕ — 90°—р, имеем 

ВЕ = ВВу • соз (90° — Р)= д 
— ВВу • зіп р. 

Отрезок ВВу выразим через 
ВСу из треугольника ВВ Х С Х , 

где ВуВСу = 90°— а. Полу- _ 

ним ВВу = ВСу' зіп а и, значит, В В% А 

ЕЕ— ВСу • зіп а зіп р. Че Р т - 186 ' 

Приравнивая два выражения отрезка ВЕ, получаем 

ВСу • соз <р = ВСу • зіп а зіп р. 

Ото. соз <р = зіп а зш р. 
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711. Обозначим двугранные углы при рёбрах ЗА, ЗВ, 
ЗС (черт. 187) через <р л , у в , <р а . Проведём через какую-либо 
точку Р ребра ЗС плоскость БРЕ, перпендикулярную к ЗР. 
Тогда /_БРЕ = у (Г Определяем ЕП 2 из треугольника ЕР О 
и из треугольника 2:50, а затем приравниваем полученные 
выражения. Находим 

РЕ 2 + РЕ 2 —2 -РЕ-РБ- сое <р 0 = ЗЕ 2 ■+ 502—2 -ЗЕ-8Б- соз 7 . 
Отсюда 


2 • РЕ • РБ • соз <р 0 = 2 ■ ЗЕ • ЗБ • соз 7 — 

— (502 _ _ (,&Г)2 _ /=-Д2), 

т. е. 

2-РЕ-РБ‘ соз <р 0 = 2 • 50 • 50 • соз 7 — 2 • 50 2 . 


В это равенство подставляем 



РЕ = ЗР • а; 
00 = 50- *ер; 
8Р 


50=- 


С 08 а 


ор ^ 

— соз р \ 

Получаем 
*е«*ёРсо5« 0 = 
соз т 


СОЗ а соз р 


откуда 


соз <р п 


Ь 


СОЗ 7 —соз а СОЗ Р 
зіп а зіа Р ’ 


Аналогично найдём соз <р л и соз <р в . 


Оте. соз = 
соз ® в = 
соз <? 0 = 


соз а — СОЗ Р соз у 
зіп § зіп т 
соз р — соз 7 соз а 
зіп 7 зіп. а 
соз 7 — соз а соз р 
зіп а зіп р 


* 


712. Решается как предыдущая задача. 
Ош. соз 7 = соз а соз р 5ІП “ 5 > п Р соз А. 
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713. См. задачу 711. 

Отв. Искомый угол содержит 90°. 

714. Пусть точка М лежит на грани ф (черт. 188). По 
условию прямая АМ образует с АВ угол а, а прямая МВ 
перпендикулярна к АВ. Проведём через ВМ плоскость МВIV, 
перпендикулярную к ребру, и опустим из точки М на ВМ 



перпендикуляр ММ. Прямая ММ перпендикулярна также и 
к МА и 2.МАМ =р (доказать!). Имеем также ® = /_МВМ. 
Угол <р мы найдём из треугольника МВМ, где ММ = АМ • $іп р 
(из треугольника АММ) и ВМ =±= АМ • зіп а (из треуголь¬ 
ника АМВ). Получаем 

МЫ АМ зіп р зіп р 
5Ш 'Р — ВМ ~ ~ іПкі * 

... . 8ІП Р 

Отв. зіп ® = і-. 

т ЗІП а 

715. На черт. 189 Яф изображает общий перпендикуляр 
к скрещивающимся прямым Щ и. ММ'. Чтобы получить 
угол, под которым отрезок Рф виден из точки А, нужно 
провести луч АР; тогда / т РА(?= а. Аналогично / т РВ(2 = $. 
Проведём через точку Р прямую РЕ, параллельную ММ'. 
Тогда угол между прямыми ММ’ и 11/ есть (по определе¬ 
нию) угол 9 = 2.ЕРВ. Опустим из А перпендикуляр АЕ 
на прямую РЕ и проведём АВ (все остальные линии, 
дающие изображение параллелепипеда, рёбрами . которого 
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являются Р(2, фЛ и РВ, проведены лишь для наглядности 
чертежа). Из прямоугольного треугольника ВРС} находим 

РВ = Р<^ с!§ р = А с!§ р. 

Аналогично 

РЕ = ($А = А сі§ а. 

Далее 

ВЕР = РВ 2 + РЕ 2 — 2 • РВ • РЕ сов ® = 

= к 2 (сі§ 2 а + сі§ 2 р — 2 сі§ а с1§ р соз <р). 

Прямая АЕ перпендикулярна к плоскости ЕРВ, так как она 
параллельна прямой Рф, являющейся общим перпендикуля- 


I/ 



ром для прямых РВ и РЕ. Из прямоугольного треугольни¬ 
ка АЕВ находим 

АВ 2 == АЕ 2 + ВЕ 2 = А 2 + ВЕР. 

Оше. АВР == А 2 (1 + с1§ 2 а с1§ 2 Р — 2 сі§ а сі§ р соз <р). 

716. Чертёж предыдущей задачи (в настоящей задаче 
<р = 90°). Имеем 

ВЕ = У РЕР + РВ 2 = А / сі§ 2 а + с1§ 2 р. 

Угол между прямыми АВ и Р($ равен углу между АВ и пря¬ 
мой АЕ, параллельной Рф. Обозначив его через -у, имеем 

.... ВЕ А Ѵсі^а + сі^р 
8 ‘ — АЕ ~~ А 

Отв. іё т = V с4 е 2 “ + сі § 2 р. 
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717. Пусть (черт. 190) 

РМ ті РЫ щ РР __ Щ 

МА я 1 ’ N8 ~ я 2 ’ РС я 3 * 


Найдём сначала отношение объёма Ѵ г пирамиды БМЫР 
к объёму V пирамиды БАВС. Примем грань ВБС за осно¬ 
вание пирамиды БАВС и грань ЫРБ за основание пирами¬ 
ды БМЫР. Пусть ребро БА проектируется на плоскость Б ВС 
отрезком, лежащим на прямой 


БЕ. Тогда точки А и М про¬ 
ектируются в некоторые точки 
К и і, лежащие на прямой БЕ. 
Следовательно, высоты АК — Н 
и МЬ = лежат в пло¬ 
скости АБЕ и треугольники 
БМЬ и БАК подобны. Значит, 


О 


І1 

А 


РМ 
'' РА 


РМ 


_ т ) 


' РМ + МА ія, + я, * 



Площадь 5! основания 
ЫБР относится к площади 5 
основания ВБС, как БЫ • БР > 

к БВ • БС (так как треугольники ЫБР и ВБС имеют общий 
угол Б). Значит, 


5і 

$' 


РЫ 
: РВ' 


РР 


ТПч 


ш ъ 


РС Я7 2 /1% Ш 3 ~Т Яд * 


Следовательно, 


Ѵі _ йі 5|__ т г т 3 т 3 _ 

V Н 8 (/7?! -)- Я() (Я7 2 "Т Я 2 ) Я 2 ) * 


Теперь находим отношение 
объём пирамиды БАВС. 


Ѵі 

Ѵ—Ѵі * 


в котором делится 


Отв. Ѵі =_ т\т 3 т 3 _ _ 

К— Ѵі (яг, + «О (яг 2 + я 2 ) (т 3 + Щ) — тітітъ 
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718. План решения: из подобия треугольников ОЕЬ 
и МЕК (черт. 191) выразим 01 через МК=& и МЕ=^- 
из подобия треугольников ОСЕ и МЕЫ выразим ОС через 


Е 



МЫ=Н и МЕ = тр. Подставив 

найденные выражения в соотно¬ 
шение ОС 2 = 2 • ОЬ 2 , получим 
уравнение, из которого найдём Н. 
Решение. Имеем 

ОЬі Н = МК : ЕК, 

т. е. 


откуда 


ОІ 2 = 


4 б 2 # 2 
Н 2 — 4Ь 2 


> 


таким же образом найдём 


ОС 2 


Следовательно, 


тн 2 

Н 2 — № 


тн 2 

Н 2 — 4Л а • 


„ 4 Ь 2 Н 2 
т—4Ь 2 • 


Деля на Я 2 , получим после преобразований 

2 Ыі 


Н-- 


У 2Ь 2 — Ь 2 * 


Теперь находим 

ОІ 2 


4 ь 2 № чьт 

Н 2 — 4й 2 — 


ѵ=І(20і) 2 .я. 


О/из. У = ■ 


тѣ 2 


3(Н 2 — Ь 2 ) У 2Ь 2 — да 
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ГЛАВА 10 
КРУГЛЫЕ ТЕЛА 


719. Отв. 

720. Отв. 

721. Отв. 

722. Отв. 


Ѵ = 


пР 

8УТ 




ѵ= 


— 

4«* 


Ѵ-- 


<Р СОЗ 2 « ЗІП в 
4л 


723. Радиус основания /? = 
конуса Н = 1 соз а. Объём 

., к/? 2 Н кР зіп 2 а соз а 

ѵ=*—= -з-1 

Полная поверхность 

5„ = */?(/ + /?)== 

= пР зіп а (1 зіп а). 

По условию 1-\-Н=т; сле¬ 
довательно, 

т т 

-1 + СОЗа^ 2соз2 а_* 


зіп» (черт. 192) г ), высота 



Отв. V ■■ 


пт 3 зіп 2 а СОЗ а 

24 С05 а -І 


■кт 2 зіп а соз 2 


(«•-!) 


2 соз* 4 


724 (черт. 193). Плоскости Л 1 В 1 и Л 2 В 2 отделили от 
конуса АСВ конус А^СВ^ и конус Л 2 СВ 2 , подобные данному 
конусу. Их объёмы (И, и Ѵ^) относятся, как кубы высот 



і) О вычерчивании эллипса (изображения окружности, лежащей 
в основании конуса) см. стр. 339. 
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Объём Гор средней части Д, равна Г, — Ѵ 2 . Вы* 

читая из первой пропорции вторую, найдём Г вр . 



Черт. 193. Черт. 194. 


725. Из треугольника АО В (черт. 194) находим 

ОД = /? = АВ - = ——. 

2 5Іп 2 зіп -2. 

Из треугольника ОБО имеем }І ~ Ц сід р. 

о™. 

24 зіп 3 


726. По условию ОС — ОС л — Н (черт. 195). Имеем 

ОС = И с1§ Э 
и 

ОС, = /? сі§ а. 


/? = 


п 

— сі§« 


Следовательно, 
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Искомый объём V равен разности объёмов конусов АСВ 


и АС^В. Следовательно, 
V ==1«/? 2 (ОС— ОС г ) = 

е= те/? 2 Й, 

Отв. 


3 (сіе Р — сі^а) 2 

_ ЗІП 2 а ЗІП 2 Э 

3 ЗІП 2 (а — р) 

727. По условию 
к/?/ =5. 

Площадь основания 

$оон = 

равна Р —5. Деля по¬ 
членно равенство 


С 



те /? 2 = Я —5 
на равенство 

те/?/ = 5, 

Р Р 5 

получаем —=—^—. Обо- 

вначим искомый угол че¬ 
рез Р; из треугольни¬ 
ка ОІШ (см. черт. 194) А 
имеем 

зіп Р = у. 

р О 

Отв. р = агс зіп —=—. 


В 



728. Из равнобедренного треугольника АОА х (черт. 196) 

находим АБ — —-—. Если а есть радианная мера угла 
2 зіп 1 . 

АОА ѵ то 

а* 


2 зіп. 


АВСА Л =АИ> а 
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До развёртывания боковой поверхности отрезок АО был об¬ 
разующей конуса, так что 

/ = АО = —-—; 

2 зш| 

дуга АВСА г была окружностью основания, так что 


В 



Черт, 197. 


2іс/? ==———. 

2зш| 


Высота Н конуса равна 

Л = — /?2 = 

= — ±—У4т:* — а\ 
4п зіп у 


О те. V = 


а а д 3 У 4гс а — а ; 
192я а зіпЗ-| 


где а — радианная мера дан¬ 
ного угла. 
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730. Радиус основания конуса /? = ~у= (черт. 198). Из 

Г ^ 

Д АЕР находим АЕ = / = —-— ; из Д АОЕ находим 


2-Ш-5- 


Н = ѴаЕ* — А0 2 = — -— 1 Г 1 — 2 ап 2 -!^ ^ 050 •' 

2 8ІП-5- Ѵ 2 2 8ІП ~ 

Полная поверхность 5„ равна 
*/?(/ +Я) = -^ “ \ в * -{-йтА 


Е 



В 

Черт. 198. 


Выражение в скобках можно преобразовать: 

1 ..а , ... | , д п . 90° 4- о 90° — а 

5Ш -2 = 5111 45 + 5Ш ~ 2 — 2 5іп —соз—-—. 


.. па 3 У соз в 
з. V =---; 


12 віп 


кФ ^1 4 - У 2 8 ІП кФ ! 


90° + а 90° — а 


2 У 2 8іп ~ 
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731. Из треугольника АА^С (черт. 199) имеем АС = /соз а. 

Из треугольника А А. В находим АВ = 2# = — — , так что 
1 соз а’ 

АО = /? = ~ —. Значит, 

2 соз о ' 

А х О х = г = АО — АС = /(я—-соз <зЛ. 

1 * \2соза )' 

Теперь находим 

5вок = тс/(/? -4— /■) = ісР ( — ? -соз <х) . 

1 \С05 а / 



Черт. 199. Черт. 200. 


732. Из соотношений V = -і- 1 с/? 2 // и К = Н сі§ <х получим 

н^уШЕ. „ Я _ 1 У1Е|Й. 

Пусть требуется разделить пополам боковую поверх¬ 
ность. Так как конусы АВС и А 1 В 1 С (черт. 200) подобны, 
то их боковые поверхности 5 и 5 1 относятся, как 7/ 2 = ОС 2 
к Н г 2 = С^С 2 . Следовательно, 

й 1 :й-,.ГѴ5= 1 /т’"’ Л . = Г! = 75і^' 
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Пусть теперь требуется разделить пополам полную 
поверхность. Тогда 

и/?,/,. = -д- я (Я 2 + /?/)• 


Подставляя сюда = Н х с!§ а; 



и /== іЛГг’ П0Л У ЧИМ 


тс // 1 


2 Сі^д 
5ІП а 


| (Я а СІ г а « 


5ІП О )' 


откуда Я 4 =зЯ соз-^-. 

Отв. Если пополам делится боковая поверхн ость, т о 

И г — -1= л/~ ———если полная, то И г = соз-^- л/~ — ° . 

1 У 2 ѵ * 2 Г п 

733. Обозначим (черт. 201) радиус шара через /?, вы¬ 
соту ОС сегментной поверхности АСВ через к и отрезок О А 

через г. Объём V сектора равен 1/ = -|-іг/? а /г. Из треуголь¬ 
ника ЛСО, где 1_ С АО = 4- (как вписанный, опирающийся на 


дугу ОС = -0, находим 
к = г . Из треугольни¬ 
ка ЛОО имеем г = /? зіп 
Следовательно, 

Ѵ = ~ тг/? 2 /г = 


С 



Полная поверхность сектора состоит из поверхности сегмен¬ 
та АСВ, равной 2іг/?й, и боковой поверхности конуса АОВ, рав¬ 
ной іс//?. Следовательно, 5 П = 2іс/?й -|- тег/? = я/? (2А+г). 

Отв. 1/ = ^-/? 3 з1п 2 0 5 п =з тс/? 3 зіп -^2і). 

734 (см. черт. 201). При обозначениях предыдущей 
задачи имеем 5 = 2іс/?й-{-ігг а . Из Д ЛОО имеем ЛО а = 
= ЛО а + ОО 2 ; так как ОО = /? — к, то /? а = г 2 (Я — А) 2 
и г 2 =з 2 /? к — А 2 . Значит, 5 = 4іс/?А — ісй 2 . 
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Отсюда _ 

/г = 2/?± Ѵ^-ъЗ ' 

7Г 

Так как А < /?, то знак «плюс» не годится. 

Ода*. Н = 2Н — |/*4Д 2 — 

735. На черт. 202 изображено осевое сечение тела, полу¬ 
ченного при вращении треугольника ЛВС около стороны АВ. 
Это тело состоит из двух конусов. Его объём 

V =4-* • сса • Л0+4- * • ОС 2 ■ ив = 

= | ОС 2 (АО + ОВ) = -1 ОС 2 -АВ. 

Учтём, что ОС • ЛВ = 25 и что ВС = А зіп а. 



Черт. 202. Черт. 203. 

736. Объём тела вращения (см. предыдущую задачу) 
будет 

V = і « • О Л 2 • (ВО + ОС) = і ка - О А 2 
(черт. 203). Для определения ОЛ поступим так. Из тре- 
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угольника ВАО находим ВО = О А • сі§ В, а из треуголь¬ 
ника ОАС найдём 

ОС = О А • сі§ С. 

Следовательно, 

а — ВО 4- ОС = О А (сі§ В +с!§ С). 

Отсюда находим ОА. 

^ І7 1 па 3 яя 8 8іп 2 В зіп 8 С 

итв. V — -з\ сі 2 В + с щ С )* ~~ ЗвіпМВ + С) * 

737. Объём тела вращения (сечение его изображено на 
черт. 204) равен сумме объёмов двух равных усечённых ко¬ 
нусов, полученных от вращения трапеций АМВС и АЫОС, 



Черт. 204. 


без суммы объёмов двух равных конусов, полученных от 
вращения треугольников АМВ и АЫО. Радиус одного осно¬ 
вания усечённого конуса АС = Л % а другого МВ = 
Имеем 

Ѵ = 2 (^ 4 -^ 4 - 5 ) — ~^ = ^-ВО. 

Из Д АОВ находим 

ка з і% -■ 

О те. V —- 2 -• 



440 


ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ 


738 


738. Объём V (черт. 205) тела вращения равен объёму 
усечённого конуса, полученного от вращения трапеции ОО х ВС, 
без объёма двух конусов, полученных от вращения треуголь¬ 



ников АО^В и АОС. Так как по условию ^ т ВА0 1 = ^САО, 
то ВАО х = 1_ С АО — 90°— у, так что 

При обозначениях чертежа 205 имеем Н = Ь зій-у, 

Н = Ь соз у (из треугольника АОС) и Н = с зіп г =■ с соз 
(из треугольника АО х В). Значит, 

V = -у (Н + Н) (Я 2 + Кг + г 2 ) — у ЯЯ а —| Иг 2 = 

= у зіп у соз 2 у [(^ с) {I? 2 + (гс с 2 ) — №—с% 

а 

ііЬс (Ь + с) зіп о соз у 
Ош. V -- 5 - 


739. Поверхность 5 тела вращения (черт. 206) состоит из 
суммы боковых поверхностей двух равных конусов с осевым 
сечением йАй ѵ и СВС Х и боковой поверхности цилиндра с осе- 
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вым сечением СОО,С,. При обозначениях чертежа 206 имеем 

л = Й5Іпа, й = МN = АВ — 2АМ => —\ - 2Ь соз а. 

Значит, 

5 = 2і хг ( Ь-\-Н) = ~ ° ( со5 а * — 2 соз 2 а). 

Оше. 8 = 2і ей 2 а (соз а + 1 — 2 соз 2 а) = 

е= 4ігй 2 а зіп ^ зіп —. 



д 



740. Вращая данные плоскости вокруг высоты конуса, 
не изменяя углов а и р, можно привести их в положение 
(изображённое на черт. 207), чтобы они пересекались друг 
с другом по общей образующей ВО конуса. Из треуголь¬ 
ников ОВМ и ОВЫ находим 

ОВ 2 = /? а = ^ -і- ОМ* = ^ + 0№; 

вдесь ОМ = И сі§ а и ОЛ/ = 7Усі§;Э. Следовательно, 

/? 2 =:^-і-Я 2 сІ2 2 а и ^ + № сі § 2 а = ^ + № сі § 2 р. 

Из этих уравнений находим Н и /?. 

„_я (Ь* с(к 2 а — а 2 с (Я' Р) У"6 2 — я 3 
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741. На черт. 208 изображено осевое сечение конуса. 
В пересечении с шаром радиуса г оно даёт окружность ра¬ 
диуса Ой = г, вписанную в треугольник АВС, Имеем 

г = /? у = / соз а у. 

4я/ 8 соз 8 а <2 3 

Отв. V --о- 


С 



742. Через точку М (черт. 209) боковой поверхности 
конуса проведена касательная прямая МВ, составляющая 
с образующей СМА угол Ѳ = ВМА, Известен ещё угол 
а = 21 ОАМ; требуется найти угол (р, образуемый прямой МВ 
с плоскостью Р основания конуса. 

Прямая МВ, касающаяся конуса, пересекает плоскость 
в некоторой точке В, лежащей на касательной АВ к окруж¬ 
ности основания 1 ). Опустив из точки М перпендикуляр ММ 
на радиус ОА, получим проекцию ВМ прямой ВМ на пло¬ 
скость Р. Значит, <р = ЫВМ, Из /\АММ имеем АМ = 

из АМАВ имеем МВ = -г *» из АММВ 

соз Ѳ зіп о соз Ѳ 

Ч Это можно доказать лишь на основе определения касатель¬ 
ной к боковой поверхности конуса. Но такого определения в эле¬ 
ментарной геометрии не даётся. 
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находим 

8 ІП (р = = 3 ^ п а созв. 

Отв. <р = агс 8іп (зіп а соз Ѳ). 

743. Поверхность 5 тела вращения равна сумме боковых 
поверхностей двух конусов с осевыми сечениями ВАВ 1 и 



ВСВ Ѵ При обозначениях чертежа 210 имеем 5 = тг/?с -}- 
Из Д СВЕ имеем 


по теореме синусов имеем 5ІП [ ціо 0 — (а + Р)І 

_ а зіп (д + Р) 

С зіп а 


зіп а 


; отсюда 


Из Д ВСй, где Д ВСО = а + р, имеем /? = а зіп (а -{- Р). 
Значит, 

«_ кШ ЗІП (а 4- Р) {зіп (а 4- Р) 4- Зіп а] 

5ІП 2 р зіп а ' 


Выражение в квадратных скобках можно преобразовать по 
формуле суммы синусов. 


Отв. 5 = 


2яЛ 2 зіп (о + Р) зіп^а + —^ соз -|г 


ЗІП а ЗІП 2 р 
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744. На' черт. 211 изображено осевое сечение кониче¬ 
ского сосуда; Ай В — уровень воды. Треугольник АВС — 
равносторонний; круг І)КІ (большой круг шара) вписан 
в него. При обозначениях чертежа 211/? = Ой • 60° = г У Ъ 



и // = СО = Зг 1 ). Объём V воды в сосуде равен объёму 
конуса АВС без объёма шара, т. е. 

V = 1 п (/? 2 Я— 4г 3 ) = тгг 3 . 

Когда шар будет вынут, вода опустится до некоторого 
уровня МЫ и заполнит конус МЫС. Пусть СЕ = Н. Тогда 

МЕ = СЕ • 30° = -у=г , так что 

У 3 

Ѵ=^.МЕ 2 -СЕ=~. 

Получаем уравнение 



От.в. к = г$ 15. 


!) Радиус круга, вписанного в равносторонний треугольник, 
равен одной трети высоты этого треугольника; это следует из того, 
что точка пересечений медиан каждого треугольника делит каждую 
медиану в отношении 1:2. 
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745 . Если радиус 0 1 А 1 (черт. 212) обозначить через г, 
то высота А^М призмы тоже равна г, а из треугольника 
где А 1 В 1 = 2 г, имеем 

/1 1 С 1 = 2г сов а и 5 1 С 1 = 2гвіп«. 


В 



Величину г найдём из треугольника АА Х М, где АМ — Я — г. 
Имеем Я — г = г сІ§ ^. Отсюда 

г-— 

1 + сі 8 2 

Теперь находим боковую поверхность призмы: 

<5бо® = (2г + 2г сов а -{- 2г віп а) • г =* 


(і+сі 8 |) ! 


(1 + сов а -{-віп «). 


Отв. 


8 іоа = 2 ^ а (^ + С03о + 5Іпа) _ Ѵ 2 ^ «ІИ зіп а 


(і + сіе -|) 2 


С08 


( 45 -|) • 
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746. радиус Я = ОР (черт. 213) цилиндра равен -і- ВР 1 ). 



Черт. 213. ^ 2== 1^1. . В х й. 

Здесь 


В.Е^РВ = а5ІП {* Па Ж) и 5 , 0 = 5 ^. і е а; В,Е,= Л ^/ г ■ 


отсюда 

АіС-і В х Е і т, 

“""■уТ’ Уа= зу~з 

Задача возможна при условии, что ВЕ > РЕ, т. е. при 
условии —> -к- сід а или сі^30 о > сі^а; следовательно, 
а > 30°. 

0ш у кя 3 зіпз (а — 30°) ■ у _ Д 8 5Іп8 (“ — 30°) Ій а 
1 18 зіп* о ’ 2 3 У 3 5іп 3 а 


і) См. сноску на стр. 444. 
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Предварительное замечание к задаче 747 
и следующим 

Способы правильного изображения шара с его сечениями, 
а также различных тел, вписанных в шар и описанных около 
него, сложны. Поэтому составители сочли возможным огра¬ 
ничиться схематическими чертежами, которые по возможности 
были бы наглядными и вместе с тем доступными для по¬ 
строения при самостоятельном 
выполнении чертежа учащимся. 

В тех случаях, когда схема¬ 
тический чертёж не обладает 
достаточной наглядностью, даны 
параллельные объёмные ри¬ 
сунки. 

747. Плоскости оснований 
(ВАС и В Х А Х С Х на черт. 214) 
призмы пересекают шар по 
окружностям. Прямоугольные 
треугольники АВС и А Х В Х С Х 
вписаны в эти окружности. 

Поэтому гипотенузы АВ и А 1 В 1 
являются диаметрами окруж¬ 
ностей. Плоскость АВВ Х А Х про¬ 
ходит через центр шара. Так 
как по условию АВВ Х А Х есть 
квадрат, то Я = АА Х = #}/"2 
и А8 = КѴ 2 . 

Очи. V****** і. 

У2 

748. Плоскость основания 
пирамиды пересекает шар по 
кругу АВС О (черт. 215), опи¬ 
санному около основания. Вы¬ 
сота пирамиды пройдёт через 
центр О х этого круга (так как 




Черт. 215. 


» а г^ “ ** ѵ* шѵ пал 

чере Р з йнто КЛ 0 Н ш1 К ос " ованию по * Р™ми углами), а Также 

наль основания ЛС ^ ДИЗГ °' 

<-> и вершину л, пересечёт шар по большому 

кругу, описанному около диагонального сечения пйрамвды 
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ЛЕС. Из Д АЕС, где угол ЛЕС равен 180° — 2<р, находим 
по теореме синусов АС = 2/? зіп (180°—2®) = 2/? зіп 2<р; 
значит, ЛО г = Я зіп 2<р. Из Д АЕО х найдём высоту пирамиды 

ЕО± = Н— АОу • <р = Я зіп 2<р ер. 

Отв. V = у Я 3 зіп 3 2<р зіп а <р. 


749. Так как радиус ОЕ (черт. 216) окружности, вписан¬ 



ной в основание, равен Я, то 
АВ = 2 Я V 3. Йз Д ДОД на¬ 
ходим ДО = Н = Я сі& . 

0/из. V = ^ 3 /? 3 сід у . 

750. На черт. 217 изобра¬ 
жено осевое сечение. Имеем 

= те.ИД-(>Ш + ДЛ0. 

Но уШ + ДЛ/в» лд+дд=* 
= ЛД. Поэтому 5 б0 в = те • ЛД а . 
Из треугольника ЛДД, 
где ДД = Л4Л/ = 2г, находим 

ЛД = -^- . 

зіп а 

п с 4яг* 

Отв. 5 в0В віпі!а . 

751. См. предыдущую зада¬ 
чу. Имеем 5 п = 5 б0к +те {г\ + г\). 
Из треугольника АОМ (см. 
черт. 217) находим 

АМ — г 1 = 

= ОЛЬс^-| = лсі§-|. 
180 ° —а 


Из треугольника ДОЛ/, где Д ОйМ 


2 


, имеем 
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Вычисления упростятся, если выражение г*-{-г| преобразо¬ 
вать так: г? -{- г\ — (г х + л а ) а — % г / ѵ Так как г к -\-г г = I и 
5«ов = ъР (см. предыдущую задачу) и из прямоугольного тре¬ 
угольника А(Ю имеем АР • Рй = ОР 2 или г х г 2 = г 2 , то 
5„ = -к/ 2 + *Р — 2тс г 2 = 2тг (/а — /-2). 

Сюда подставим / = -—. 

5ІП 3 

Отв. 5 а = 2«г 2 (-± 7 - і). 


752. См. предыдущую задачу. Имеем 
ѵ = * • -у-(г? + + [(г 1 4- г^)» — г/ 2 1 = 


~(Р — г\ 


Сюда подставляем /=* 


2г 

5ІПЗ * 


Отв. 


Ѵ- 2 « гі ( 4 

3 \ 8ІП 2 О 



753. Обозначим длину равных хорд ОД 05, 00(черт. 218) 


через I. Из равнобедренного 
треугольника 05С находим 

5С = 2/ зіп . Так же най¬ 
дём, что АВ = АС = 21 8 Іп ^. 

Следовательно, треугольник 
АВС — равносторонний. 

Опустив перпендикуляр 00 ( 
па плоскость АВС и устано¬ 
вив равенство треугольников 
ООуА, 00,5, ОО х С, докажем, 
что А0 Х — 50, = С0 г , т. е. 
что О, есть центр основания 
(так что пирамида ОЛ5С— 


В 



правильная). Так как точки Черт. 218. 

А, В, С лежат на поверхности 

шара, то О А — О В = ОС (О — центр шара). Опустив перпен¬ 
дикуляр из О на плоскость АВС, докажем, что основание 


перпендикуляра есть центр треугольника АВС, т. е. совпа¬ 
дает с точкой О,. Следовательно, 00, (и значит, О0[) лежи г 
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на диаметре шара (рР на черт. 218). Из прямоугольного тре¬ 
угольника ОА/ 7 , где ВР «=* 2/?, находим Р = ОА а = 2/? . 00 1# 
Отрезок О0 ( можно связать с / ещё одним соотношением. 

Именно, _ 

ОО^К АО а —АОД 


АО =» /, а АО^ і 


ѵт * 


Значит, 


\ = іѴ^ 1 - 


Подставляем это выражение в равенство Р = 2Ц • ВО іѣ Найдём 


/ 4 зіп» 

1-5-=-. 


Преобразуем это выражение к виду, удобному для логариф¬ 
мирования. Имеем 

I = 2/?|/~ д -|^/1-}-2 с^"а д 

=^—=-]/ 2(соз 60°+соз а) =■ 

- -^=- /" соз (30° +1) соз (30° — -і) . 
і/ 4зіп*-| 

Ош. 1—211 V 1 - 

- тт / 005 ( 30 °+і ) со5 ( 30 ° - іУ 

754. Равнобочная трапеция АВС В (черт. 219) изобра¬ 
жает осевое сечение усечённого конуса. По условию 
^ АО В — о и /_ ВОС =* р. Поэтому 

= АЯ = АО зіп і = и Яз^ОЯв/гзіп!-. 
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Угол АОй равен = 180° — — ^ . Поэтому 

I = /Ш = 2Я соз —‘Л'Р. . Имеем 
4 

5«ок = тс/ (/?! + /? 2 ) == 2тс/? а соз - а ^~ ~ ( 8ІП 4" 8ІП 2 ")* 
Ош. 3 & „в = 2л/? 3 5ІП —С 05 а 4 



755. Высота пирамиды (черт. 220) ЕО = Н — т зіп <р. Из 
треугольника ЕАО находим 


и 


АО = /? = Нсі& а == т зіп <р сід а 


АЕ = 1 = 


Н 

ЗІП а 


т зіп ч> 
ЗІП а 


Получаем 

5 П = я /?(/ + /?) = ли зіп «р сІ§ а + /и зіп <р сід . 


Полученную формулу можно упростить, 


применив формулу 


ЗІП а 


Ош. 5„ = тс/я 2 сі§ а сід зіп® <р. 
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756. Из Д АЗВ (черт. 221) находим ЛБ = 2/ зіп ; сле¬ 
довательно, К. = О А — АЗ — 21 в!п у. Из Д АЗО находим 

30 = Н = — № = /]/" 1 — 4віп 2 -|. 

Получаем 

V = і- п/?2Я = і • 4/2 віп2-і . /-|/~ і_4віп2^. 

Подкоренное выражение можно преобразовать к виду, удоб¬ 
ному для логарифмирования, как в задаче 753; получим 


1— 4віп2^ = 4віп(30° + !-) віп (зО в —у). 
Отв. V = л/ 8 віп 2 у 5Іп ^30° + -у) 8іп ^30°— -0. 



Черт. 221. Черт. 222. 


Л 

и 


757. Из Д АИМ (черт. 222) находим АМ = 1 віп-^-. Из 
АМО находим 

г = ОМ = АМ ■ 1ё 30° = /8іп - • — і=г 

2 1^3 


/? = ло = 


лм 

,соз 30° 
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Из Д АО И находим _ 

(Ю = Н = ѴР—Я 2 = - ф ^]/3 — 4зіп2|. 
Объём V конуса равен 



Выражение под корнем можно преобразовать, как в задаче 753. 


л / 3 зіп 2 - - 

Отв. Ѵ = - т=-Ѵ 3 — 4 віп 2 — =з 

9 1^3 У _ 2 _ 

2п/з з1п2 ^|/"соз (30° + соз (30° — 

= 9 у~3 


758. При обозначениях черт. 223 объём шара равен 
■|-іг/? 3 , а объём конуса АСВ равен иг 2 • СО х = ■— кг 2 Н. 
По условию 

т. е. г 2 Н—Я 3 . Ещё одну зави¬ 
симость между г и Я мы по¬ 
лучим из прямоугольного тре¬ 
угольника С/Ш; именно, АО{ 2 = 

“СО, .ДО„ т. е. г 2 =Н(2Я~Н). 

Подставляя это выражение в 
предыдущее равенство, полу¬ 
чим Я 3 — 2Н 2 Я Я 3 = 0. Хотя 
это уравнение третьей сте¬ 
пени относительно неизвест¬ 
ного Я, но одно его решение Я 

Я = Н сразу усматривается Черт. 223. 

(его можно было угадать и не¬ 
посредственно по условию, так как конус, у которого радиус 
основания и высота равны радиусу шара, составляет по 

объёму шара). Следовательно (по теореме Безу), левую 

часть можно разложить на множители, один из которых 
равен Я — Н. Для этого достаточно разделить Я 3 — 2Н' 2 Я -|- Н 3 
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на Я— Я или применить такое преобразование: 

Я 3 — 2№Я + Я 3 = (Я 8 — Я 2 Я) — (Я»Я — // 3 ) = 

= Я(Я — Я) (Я+Я)—Я 2 (Я—Я)=(Я—Я)(Я 2 +ЯЯ—Я 2 )=0. 


Уравнение Я а -ЬЯЯ 

о Н (УТ—1) 
корень Я=— 1 


Я а = О 
(отрицательный корень Я 


имеет один положительный 
Я (У 5+1) 


не годится). Геометрически это означает, что радиус шара 
равен большей части высоты конуса, разделённой в крайнем 
и среднем отношении. 

Ошв. Задача имеет два решения: 


К = АтгЯ 3 и 1/= А я (/5_2)ЯЗ. 


759. Высота призмы равна диаметру 2Я вписанного шара. 
Если через центр О шара провести плоскость, параллельную 



основаниям призмы, то в сечении призмы получим равносто¬ 
ронний треугольник КЬМ (черт. 224) ! ), равный основанию 
призмы, а в сечении шара — большой круг ЯЛ'ф, вписанный 
в треугольник К1*М. Из треугольника ІОЫ, где ОУѴ= Я и 
1_ М.0 = 30°, найдём — Я У 3. Следовательно, ІЛ4 = а = 


>) Для наглядности рядом с черт. 224 помещаем рисунок 224а — 
наглядное изображение рассматриваемого тела. Такие «параллельные» 
рисунки будут даны и в некоторых следующих задачах. Выполнение 
их учащимися не обязательно, хотя и очень полезно. 
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«= 2/? У 3. Боковая поверхность 5« 0 , призмы равна З б0К =ЪаН = 
= 12/? 2 /3. Площадь основания 5 0=в — —— 3/? 9 і/3. Сле¬ 
довательно, 

5 Л = 12/? 2 V 3 + 6 Я 9 ]/3 = 18/? 2 1/3. 


Поверхность же шара равна 4я/? 2 . 
О/гсз. Искомое отношение равно 


2я 

9 УЗ 


760. а) Способ изображения. Центр О х шара, впи¬ 
санного в пирамиду (если в эту пирамиду можно вписать шар), 
должен отстоять на равных расстояниях от боковой грани ВЕС 





Черт. 223. 


и от основания АВСй (черт. 225). Поэтому он должен лежать 
на бнссекторной плоскости двугранного угла о прн ребре ВС. 
Точно так же О, лежи г на биссекторных плоскостях двугран¬ 
ных углов в при рёбрах АВ, Ай, йС. Значит, все боковые 
грани пирамиды О х АВСй (не изображённой на чертеже) 

наклонены к плоскости основания под одним и тем же углом у. 

Следовательно, высота 0,0 пирамиды О х АВСй проходит 
через центр О окружности, вписанной в ромб АВСй (см. на 
стр. 342 замечание к задаче 617). Через тот же центр про¬ 
ходит высота ЕО данной пирамиды. Значит, центр О, шара 
лежит на высоте ЕО. 
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Гонка касания шара с плоскостью грани ВЕС есть основа* 
нне I перпендикуляра, опущенного из центра О, шара на пло* 
скостъ ВЕС. Отсюда следует, что плоскость 0 } ЕЬ перпен* 
днкулярпа к грани ВЕС (доказать!). Вместе с тем плоскость 
О х Е1 перпендикулярна к плоскости основания АВСО (так как 
проходит через высоту ЕО). Следовательно, плоскость 
0,Еі перпендикулярна к ребру ВС. Значит, прямая МЛ/, по 
которой пересекаются плоскости 0,Е/. и АВСЬ, есть высота 
ромба (проведённая через его центр О). То же имеет место для 
остальных трёх точек касания с боковыми гранями (К, (? и Р). 

Отсюда вытекает следующее построение. Изображаем вы¬ 
соту Л/ОМ ромба АВСО (желательно, чтобы она была горизон¬ 
тальной), строим сеченне Л/ЕМ (равнобедренный треуголь¬ 
ник) и изображаем окружность, вписанную в треугольник Л/ЕМ. 
Точки Ь и <2, в которых эта окружность коснётся сторон 
МЕ и Л/Е, будут точками касания шара с гранями ВЕС 
и і 4ЕО. Чтобы изобразить точку К, проведём М5|| АС. Тогда 
прямая 05 (не показанная на чертеже) изображает другую 
высоту ромба (доказать!). Проводим прямую Е5 и через точку 
I проводим (не изображённую) прямую Л/СЦМ5. Четвёртая 
точка Р строится аналогично. Из этого построения сле¬ 
дует, что шар с центром О, и радиусом /? = 0,А действи¬ 
тельно вписан в пирамиду. 

б) Решение. Из треугольника МОО, находим 

ОМ = 00, в К сі§ 

так что 

Н = ОЕ =» ОМ • 9 = /? с(§ 9. 


Далее из треугольника ВІМ (где ВОЦМ/Ѵ), находим 


Значит, 


Ош. 


АВ = а 


ВЦ ^ ‘2.ОМ д 2/?сія 2 
5ІП а 51п а 5іп в * 


ѵ = 


5оов => в 9 5ІП « 

4# 4 Ій ? СІЯ» 

6 5ІП в * 


4/?*с<8* 

ЗІгГа 
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761. а) Способ изображения. Центр О экватора 
полушара (т. е. кру¬ 
га, ограничивающего $ 


полушар; черт. 226) х ) 
лежит на высоте 50 1 
пирамиды. Так как 

ОМ = 00* = г, 

то точка М лежит на 
биссектрисе О, М угла 
00 г /И г . Отметив точ¬ 
ку М как пересе¬ 
чение О г М с 5/ 1 , 
изображаем сечение 
К^МN, параллельное 
основанию. Середины 
К, Ц М, N сторон се¬ 
чения являются точка¬ 



ми касания экватора 

с боковыми гранями. Черт. 226. 

Полукруг КО г М есть 


сечение полушара пло¬ 
скостью ЕЗР. 

б) Решение. 
Сторона основания а 
равна 

а=*ЕР = 2 • 0,/=' = 

— 2 (0 1 Ж 1 М Л Р). 

Но О г М 1 = ОМ = г, 
а М І Р = ММі-сі^г а= 
= гс!§;а. Значит, 

а = 2г (1 -4- сіцг а). 

Имеем 

25 оов сов* 2- 



Черт. 226а. 


*) См. сноску на стр. 454. 
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(см. указание к задаче 619). Здесь 5 00 н = а 8 = 4г 2 (1 сі^Г ®) 2 * 


Отв. 5п = 


8г 2 ( 1 + СІЙ ■)* СОЗ 2 -| 

соз а 


4г 2 зІп 2 (45° +а) 
соз а з!п 2 у 


762. Плоскость ЕЗР (черт. 227) а ) даёт в пересечении 
с полушаром полукруг ЫРМ, касающийся апофем пирамиды 
(в точках О и О). Если обозначим сторону основания пира¬ 
миды через а, а радиус полушара — через г, то полная по¬ 
верхность полушара ^ будет 

5, = 2я г 2 яг 2 = Зял 2 , 

а полная поверхность пирамиды 


5 г 


2а 2 соз 2 у 


соз а 


(см. указание к задаче 619); их отношение 


ЗпГ 2 СОЗ а 

2а 2 соз 2 у 


Из Д ООР имеем 00 = ОР • зіп а, т. е. г = у зіп а. Это вы¬ 
ражение подставим в предыдущее равенство. 

Для вычисления объёма полушара V найдём г из условия 

а — 2 г = т и ранее найденного равенства г = у зіп а. По¬ 
лучим 

_ т зіп а _ т зіп а 

2(1 — зіпа) 4 зіп 2 ^45°—^ 


Отв. 


Я — 5 іп 2а у ; V — 


кт 3 зіп’ а 


96 зіп 6 




*) См. сноску на стр. 454. 
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763. На черт. 228 изображено осевое сечение конуса и 
вписанного в него шара. Искомый объём V получается вычи- 
(» танием объёма шарового сегмента 

МЕЫ из объёма конуса МСN. 
Следовательно, 

Ѵ = ^- МК*- КС — 

— *• КЕ?(г — ^КЕ), 

где г есть радиус шара. Из тре¬ 
угольника АОй находим 



г = СЮ = АѲ • 

= (45 е -1). 


/.РАС 


Черт. 228. 


Теперь из треугольника ОМК, где 
ОМК = а (стороны углов ОМК и МСК взаимно перпен¬ 
дикулярны) имеем 

МК — ОМ • соз а = г соз л и ОК — г зіп а. 

Значит, КЕ=ОЕ — ОК — г( 1 — зіп а). Наконец, 

КС = МК • сі§ а = г соз л СІ& а. 

Следовательно, 

V — у г 8 соз 3 а сід а — ігл 2 (1 — зіп а ) 2 |г — ■ 4 -- ?^ — 

= Т Г * [1т — (1 — зіп «) 2 (2 4- 5іп а)]. 

Это выражение можно упростить. Вынесем за скобки 
(1 — зіп а) 2 , предварительно преобразовав соз 4 а; именно. 

соз 4 а = (1 — зіп 2 а) 2 = (1 — зіп а) 2 (1 —|— зіп а) 2 . 

Теперь имеем 

ѵ = лг8 4 ~^ п а > 2 [(1 4- зіп а) 2 —(2 + зіп а) зіп а]. 
Выражение в квадратных скобках равно единице. Получаем 


Ѵ = 


гег 3 (1 — зіп я) 3 
Ззіпа 



7Н4 


ГЛ. 10. КРУГЛЫЕ ТЕЛА 


461 


Сюда подставляем найденное выражение 
г- Я. 8 (45°-■§■). 

Кроме того, можно использовать формулу 1 — зіп а = 
= 2 зіп 2 (45° — -у). 

4я/? 3 І2 3 (45° — зіп 4 ^45° — І\ 

Отв. К =^ і 

3 ЗІП а 

764. При обозначениях черт. 229 условие задачи выра¬ 
жается равенством іг/? (/ —|— /?) = « - 4гсл 2 . Из треугольника 

050, находим г = /? і§ , а из треугольника ВОС имеем 

Г> 

ВС = / — . Предыдущее равенство по сокращении на 

іг/? 2 примет вид 

1 -I—-— = 4га 1§ 2 4-. 

1 соз а & 2 

Применим формулу 

1-‘8 2 у 
С05 а --. 

1+іё 2 ! 


Будем иметь уравнение 

2 . о я 

-- =4я 

1-^-2 

Положив получим 1 ) 





Черт. 229. 


откуда 


2 — V 4 2п * 


Отсюда видно, что при и < 2 задача не имеет решения (под 
корнем отрицательное число). При и 2 оба значения 


*) Освобождаясь от знаменателя, мы могли бы внести лишнее 
решение = 1^, но такого решения мы не получаем; оно не 

удовлетворяет исходному уравнению. 
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*02 


величины г* 


г 9 положительны (ибо |/*^ . т. е. 

|/" -і- — 2Я'<4')* ^ак как величина Должна быть 

положительной, то можем иметь только два решения: 


+]/ т+]/" т - і- 

и _ 

г =| 6 |-+]/ 1-/ і-я- 

Так как угол у меньше 45°, то должен быть меньше 

единицы; значит, должно быть г 2 <1. Но это неравенство 
всегда соблюдено, ибо 

т+і/" Т — І<Т + V Т =1 

и 

2 К 4 2я^ 2* 

0/кв. Задача имеет решение только при я]>2. При п > 2 
имеем два решения: 

8 2 |/ 2 —V 4 2л’ 

при п = 2 оба решения совпадают (і§^ = 


765. При обозначениях чертежа 229 имеем 

Подставляя сюда 


л/? 2 /У в л • -1 ісл®. 


Л = ^ и Н=П 1§а, 
получим уравнение 

1§ а = 4и Іу а |-. 
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Применив формулу 


« = 


л а 


и обозначив через г, получим уравнение 


г 


( 


1 

1— г* 



Оно распадается на два, но одно из них (г = 0) не согла¬ 
суется с условием (угол а не может равняться нулю). Дру¬ 
гое уравнение приводится к виду г і — г а + ^- = 0, т. е. сов¬ 
падает с уравнением предыдущей задачи. Получаем два 
решения: 

При п =4 одно решение будет 

= у^ І + соз 45” _ соз 22о30 , ^ 0і92ау . 


другое даёт 

1 § .і = 5 іп 22°30' 0,3827 

(отсюда о^тевб'ЭД' и адЯ^РбЗ'). 

Отв. Тот же, что в предыдущей задаче. 

При п = 4 имеем = 2 агс (соз 22°30') (яй 85°28'), 
« 2 — 2 агс (зіп 22°30') (яй 41 °53'). 


766. Площадь осевого сечения есть КН. Полная поверх¬ 
ность кКІ -|- я/? 2 . По условию — — - = га. Если р— угол 

между осью и образующей, то /? = /зіпр и Н=*1 созр. Под¬ 
ставляя эти выражения, получим 

1 + ЗІП Р 


п 
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Это уравнение можно решить различными способами; короче 

1 -4- СОЗ а . а 

всего применить формулу —— = сі§ _ ; мы получим 


1 + зіп Р 1 +СОЗ (90- — Р) 
СО8 0 в зіп (90°— р) 


сі§ (45 й 



Следовательно, 



Отсюда можно определить угол 45°—а затем и угол 3. 

Однако не при всяком п вадача имеет решения. Действи¬ 
тельно, угол 3 заключён в границах от 0 до 90°; значит, 

угол 45° — у заключён между 0 и 45°, т. е. величина 

.2. = с(§(45°-0 непременно должна быть больше еди¬ 

ницы, т. е. должно быть п > к. При п = 1, 2, 3 задача не 
имеет решения. 


Замечание. У равнение 


1 + ЗІП р 
СОЗ р 


к 


можно решить ещё так. Представим его в виде -^-созР —1 *= зіп В. 

возведём в квадрат обе части равенства и заменим зіп* р через 
1 — соз 2 р. Получим два решения: одно из них, созр=«0, будет по¬ 
сторонним (оно является решением уравнения ^ соз р — 1« — зіп р); 


другое решение 


соз р 


2яя 

я* + я» 


совпадает с предыдущим. 

Однако теперь легко притти к ошибочному выводу, что задача 
имеет решение также и при я =* \, 2, 3. Ведь при любом положи¬ 
тельном значении п величина а заключена между 0 и 1 (мы имеем 

гс* -4~ п* 

1 ■* > о). Поэтому в пределах от 0 до 90 1 ' всегда 

гс^ *+■ п* л* Н- п* / 

2лп 


к*4 я** 


найдётся угол, косинус которого равен 
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Ошибка этого рассуждения состоит в следующем. Из соотношения 
соз р =з и Данного уравнения следует, что зіп р =» . От¬ 

сюда видно, что должно быть л > я (в противном случае угол Р будет 
отрицательны^ что невозможно). 

Отв. Бели л < к, то задача не имеет решения. Если 
я > к, то 

Р = 90°— 2агссІд-^ 


или 


Р = агс соз 


2ля 

я 2 + я 2 


агс зіп 


я 2 — я 2 
я 2 Ц-я 2 *' 


767. При обозначениях черт. 230 имеем 

/?(/ + *) 18 
2г 2 ‘ =я 5 * 

Находим (из треугольника АОО) 

г == /? соз /ЮО = /? соз /ЮО = /? соз 

О 

и (из треугольника /ЮС) /=——. 



Предыдущее равенство принимает вид 

1 + 8ІП Т 18 т е 1 + 8ІП ? 18 

2з1п^соз а |- 5 2зш|-(і —8іл 2 -^ 5 
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Сокращаем дробь на 1 зіп (эта величина не равна нулю). 
Уравнение приводится к виду 

$Іп в — 8Іп ^ в О» 

Отв. «, •= 2 агс зіп (яй 112°53') 

» 

« 9 := 2 агс зіп -і- («19°1 Г). 

768. При обозначениях предыдущей задачи имеем соот- 

к 4 2 

ношение кг 3 . Обозначим искомый угол через 3 

(на черт. 230 ? == ^. Тогда г = /? соз 3 и Н = Ясі§ р. Из 

предыдущего соотношения получим Зсі§3 — 8 соз 8 3 = 0. 
Помножив обе части этого уравнения на 1§3 (эта величина 
по смыслу задачи не может равняться нулю), получим урав¬ 
нение 

3 — 8 зіп 3 соз ? 3 = 0, 

откуда 

8 зіп 3 3 — 8 зіп 3 + 3 =» 0. 

Л л я решения этого кубического уравнения придётся применить 
какой-либо искусственный приём. Так, левую часть удаётся 
ртзложить на множители: 

8 зіп 3 8 зіп 3 4~ 3 = (8 зіп* 3 — 1) — (8 зіп 3 — 4) в 
*= 1(2 зІпЗЯ— 1] — 4(2 5Іп Э— І) = 

= (2 зіп 3 — 1) [(2 зіп 3) в + 2 зіп 3 +1 — 4|. 
Следовательно, найденное уравнение распадается на два. 
Из первого находим зіп 3 . а из второго зіп 3 = 1 . 

(Другое решение квадратного уравнения не годится.) Про¬ 
верка показывает, что оба найденных решения годны. 

Отв. 3, = 30°; 3 9 ■» агс $1п . 

769. По условию боковая поверхность конуса МСЫ 
(черт. 231) должна составлять половину боковой поверхности 
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конуса АСВ. Но боковые поверхности этих конусов отно- 
сятся, как квадраты образующих, т. е. —у- А так как 

СЫ=СО, 

то 


/СО\* _ _1_ 
\СВ) ~ 2 • 

т. е. 



Черт. 231. Черт. 232. 


770. По условию задачи объём V шарового сектора 
СМКМ (черт. 232) должен составлять половину объёма ко¬ 
нуса АСВ, Обозначим отрезок КІ через к, а высоту конуса СО 
2 2 

через Н. Тогда Ѵ—-^п г 2 Н. Получаем равенство пг 2 к = 

= т. е. 4г 2 /г = Н 2 Н или 4г 2 к = Н‘ й 1§- 2 а. Ве¬ 

личину к выразим через г. Имеем 

к = ЬК = СК—СЬ = г—г соз а = 2 г зіп 2 -^-. 
Получаем уравнение 

8г 3 зіп 2 |. = Я 3 іе 2 «. 
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771. На черт. 233 осевое сечение той части шара, объём 
которой требуется определить, обозначено штриховкой. 
Этот объём V получается вычитанием объёма Ѵ 1 конуса МСМ 
из объёма Ѵ % шарового сегмента С ЕМ КМР, Введём обо¬ 
значения: МК — г и КС — к. Так как радиус шара равен ОС = 

1 Н 

~ Т СЯ = Т , то 

ѵ-ѵ.-ѵ, 

Сюда нужно подставить выражения к = МС • соз а = И соз 9 « 
и г = МС • зіп а = Н соз а зіп а (вычисление упростится, 



772. При обозначениях черт. 234 имеем: $ 6 <ю = я(г + г х )I. 
Проведём радиусы ОМ = К и О х М х = К х в точки касания и 
прямую О х К, перпендикулярную к ОМ. Получим треуголь¬ 
ники О х М х Е х , ОМЕ и О х КО, которые подобны друг другу 
(как прямоугольные, имеющие по равному углу а). В Д О х КО 
имеем 


0,0 = /? + /^; ОК = К — Я г ; 0 Х К = ММ Х = /. 
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Следовательно, 


' = + Ят) 9 — (Я— #і) 2 = 2 /ЯЯ,. 


Из подобных треугольников ОМЕ и О х КО имеем -у 


отсюда 

Ш 2 

А> + ^і == ' К-+К. * 


А? . 

Я+Ѵ 


Из треугольников и О х КО имеем 


сюда г х 


2/?! У /?/?, 

# + /?і * 


П_ 

і 


Ъ . 

Я+Яі’ 


от* 


Отв. 5 в0Е = 4-гг/?/?,. 


773. На плоскости Р (черт. 235) ') лежат четыре шара 
радиуса г, М, N. К и I. — точки их касания с плоскостью Р. 




Черт. 235а. 


Их центры О х , 0 2 , 0 3 , 0 4 удалены от плоскости на расстоя¬ 
ния О х М — 0 2 /Ѵ = О й К = 0 4 і = г. Расстояние между цен¬ 
трами двух касающихся друг друга шаров равно 2г, т. е. 
О х О% = 0 2 О 3 = 0 3 0 4 — 0 4 0 4 = 2г. Пятый шар касается каж¬ 
дого из четырёх первых; следовательно, центр его 0 5 уда¬ 
лён от центров О х , 0<>, 0 3 , О і также на расстояние 2г, 
т. е. О х О ь = 0 2 0 5 = О а О Б = 0 4 0 5 = 2г. Поэтому фигурі 
0 Б 0 1 0 2 0 3 0 4 будет правильная четырёхугольная пирамида, 
у которой все рёбра равны (как при основании, так и 


*) См. сноску на стр. 454 
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боковые). Центр пятого шара будет удалён от плоскости Р 
на расстояние, равное ОО ъ -\~ОА х ~ОО ъ -\-г. Верхняя точ¬ 
ка А пятого шара будет находиться на продолжении перпенди¬ 
куляра А 1 О ъ на расстоянии О ь А — г от центра 0 5 . Таким 
образом, расстояние АА Х от верхней точки пятого шара до 
плоскости Р равно 2г-{-ОО ъ . Отрезок ОО б находим из пря¬ 
моугольного треугольника 0 1 00 Е , где 


0 4 0 Е — 2 г и 


00 4 = 


О А 2 г 

г 2 ѵг 


Отв. АЛ, — г (2 -|- У2 ). 


774. Центры О,, О а , 0 3 , 0 4 четырёх шаров должны на¬ 
ходиться на расстоянии 2г друг от друга (см. предыдущую 
задачу). Значит, фигура 0 1 0 2 0 3 0 4 — правильный тетраэдр 
с ребром 2г. Конус АСВ (черт. 236) *), описанный около че¬ 
тырёх шаров, касается одного из них 0 4 по окружности NТ, 
а каждого из трёх остальных (например шара О,) в двух 
точках: одна из них, /С, лежит на основании, другая, М — на 
боковой поверхности. Ось конуса совпадает с высотой 0 4 0 
тетраэдра. Центр О, лежит в плоскости осевого сечения АСО, 
проходящего через точку касания М (ибо прямая О х М пер¬ 
пендикулярна к обшей касательной плоскости конуса и шара, 
а плоскость осевого сечения АСО перпендикулярна к этой 
касательной плоскости). Значит, плоскость АСО пересекает 
шар О, по большому кругу; шар 0 4 она пересекает тоже 
по большому кругу, и образующая АС есть общая каса¬ 
тельная этих больших кругов. Следовательно, АС\\0 1 0 і и 


/_0 Х 0 4 0 = 1_АСй — (а — искомый угол при вершине С 

осевого сечения). Значит, зіп ~ ^ . Но 0 1 О і = 2л, а от¬ 

резок 00, (радиус круга, описанного около треугольника, 
С^ОаОз) равен = Получаем зіп-^ = ^=. Отсюда 

можно найти соза = соз 9 -^-— зіп 2 -^- = і. 


Отв. а = 2 агс зіп = агс соз —. 

Уз 3 


') См. сноску на стр. 454. 
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775. Плоскость, делящая пополам двугранный угол при 
ребре А 1 А В (черт. 237)') усечённой пирамиды, проходит 
через высоту 0,0 2 и перпендикулярна к грани В Х С Х С^В % (до¬ 
казать!). Аналогично для двух других боковых рёбер. Поэтому 
центр шара, касающегося граней пирамиды, лежит на высоте 
(а именно, на середине высоты, так как шар касается и осно¬ 
ваний), а точка К касания шара с гранью В Х С Х С^В % лежит 




Черт. 237а. 


на апофеме этой грани. Аналогично для других боко¬ 

вых граней. Имеем 


= !^(в?+ аЪ + 3 • (&+Й>2. 


(а х — В х С 1 и а 2 — Б 2 С 2 — стороны оснований и /=0,0 а — 
апофема боковой грани). Если г х = О х О х и г 2 = 0 2 О 2 — ра¬ 
диусы кругов, вписанных в основания, то а х = 2 г х /З и 
в 2 = 2 г 2 У 3. Поэтому 

5 п = 3 УЗ (г? + гЬ + 3 ѴЪ (г , + т 2 ) I. 

Как в задаче 751, найдём что г, -]~г 2 = / и Гі — гі = — 2г 2 . 
Тогда получим 

5 П = 6/3(/а— г 2 ) = 6 /3 - г 2 ). 


Оме, * 5ц ! 


2л 5ІП- а 


3 / 3(4 — 81 ^ 0 ) 


Ч См. сноску к стр 454. 
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776. Обозначим радиус 01 цилиндра (черт. 238) через х, 
а радиус ОВ основания конуса через /?. Так как по условию 
Мі — /?, то полная поверхность 
цилиндра $„ = 2тгх 2 -{- 2 кхВ. По 

3 

условию 2тел: 2 -{- 2іглг/? = -у я/? а 
или х й -{- Их — — /? 2 =а 0, откуда 

О 

х = у (отрицательное решение 
з 

лг = —не годится). Из тре¬ 
угольника ЬМВ находим 

ЬВ В —х 1 


1 2 <р = 


7./И В 
1 



Отв. <р==агс1§-2-. 

777. Центр О вписанного шара (черт. 239) лежгт на вы¬ 



соте пирамиды, а точки касания К, Т, М, N шара с боко¬ 
выми гранями лежат на апофемах ЕК Х , Еі х , ЕМ Х , Е УѴ, 






474 


ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ 


773 


(ср. задачу 775). Четырёхугольник КІМЫ — квадрат, явля¬ 
ющийся основанием пирамиды, объём которой требуется 
определить. 

Проведём через радиусы ОМ и ОА/ плоскость МОМ. 
Она будет перпендикулярна к грани ВЕС (так как проходит 
через прямую ОМ, перпендикулярную к плоскости ВЕС), 
а также к грани ОЕС (так как проходит через ОАО- Следо¬ 
вательно, плоскость А ЮМ перпендикулярна к ребру ЕС. 

Пусть Р — точка пересечения плоскости ЫОМ с ребром 
ЕС. Тогда угол ЫРМ есть линейный угол двугранного 
угла а. В четырёхугольнике ОМРЫ два угла (при верши¬ 
нах М и А/) прямые. Следовательно, / > А/СШ=180°— а. 
Значит, 

а = А Ш — 2 • ОМ • зіи - 8 ° — - а - = 2г созу. 


Из треугольника 00 Х М, где О х М—-^г=, находим 

0 Н = ОО г = /сш 2 — <ѵи 2 == 

= /• |/" 1 —2 соз 2 
Отв, 

^=|гЗсоз 2 у|/ Г 1—2 СОЗ 2 -^ 



=4 г 3 соз 2 4 V — 


соз а. 


778. Можно провести две 
плоскости, перпендикулярные к 
данной образующей конуса (СА 
на черт. 240) и касающиеся 
вписанного шара; их точки ка¬ 
сания (А/ и Л г 1 ) лежат на диа¬ 
метре А/А/р параллельном СА. 
Положим сначала, что берётся плоскость А/О, касающаяся 
шара в точке N. Четырёхугольник ОА/О/С (К — точка касания 
образующей С А с шаром) — квадрат, так что ОК = ОЛ/ = г. 
По условию СО = й. Следовательно, СК = й-\-г. Из тре¬ 
угольника КОС находим 


СО = К ( б ? 4-/-) 2 + г 2 . 
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Следовательно, 

/7=С/ 7 =0/ 7 +0С = г + /(^ + Г) 2 + '- 2 . 

Из подобия треугольников АРС и КОС находим 


откуда 


АР: Н — ОК : КС, 


ОК-Н г [г + Ѵ(</ + г) а + г 3 ] 

КС а + г 


Если взять плоскость то й = СО г , и мы таким же 

образом получим 

Н = г + Ѵ(й-г)* + & и /? = г -к±^^5±ЕІ. 
Отв. 

,, «/-2 [г + У(Й + Г)* + Г 2 ) 8 ,, ЯГ* [Л + V (<* — л) 2 +/-М 3 

-З(й'+7Р- ИЛИ -3 (й“^-• 

779. Центр О шара (черт. 241) : ) лежит на диагонали АВ. 
Действительно, точка О одинаково удалена от граней АА 1 Ы 1 Ы 




Черт. 241а. 


и ЛЛ^ф. Значит, она лежит на плоскости, делящей попо¬ 
лам двугранный угол при ребре АА г . Таким же образом 
точка О должна лежать на плоскости, делящей пополам 


‘) См. сноску на стр 454. 
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двугранный угол при ребре АЛ/. А эти две плоскости пере¬ 
секаются по диагонали АВ. 

Пусть С и й — точки касания шара с гранями АЫІІО и 
АА^Ы, а г — радиус шара. Тогда ОС — Ой — г, и пло¬ 
скость ОйОС перпендикулярна к ребру АN, а' также 
к ребру В0 Ѵ 

Так как ребро В0 Х по условию касается шара, то пло¬ 
скость ОйОС пересечёт ребро в точке Е его касания с ша¬ 
ром; следозательно, ОЕ — г. С другой стороны, точка Е есть 
вершина квадрата РОКЕ, получаемого в сечении куба пло¬ 
скостью ОООС; значит, четырёхугольник МОЬЕ (01 и ОМ — 
продолжения прямых ОС и ОЙ) — квадрат. Следовательно, 

ОМ = -^=. Так как ОМ 4 -ОО — МО = а, то — а, 

ут _ У‘2 — 

откуда г — (2 — V 2) а. 

Часть поверхности сферы, лежащая вне куба, состоит из 
трёх равных сегментов, один из которых есть Е2Т1. По¬ 
верхность этого сегмента равна 

2 ісг • 1.2 = 2 кг {С2 — СЕ) — 2 кг (2 г — а). 

Оше. г = (2—у г 2)а; 5 = 6іш 2 (10 — 7 У 2). 


780. Центр шара, касающегося рёбер тетраэдра АВСй 
(черт. 242 и 242а) 1 ), совпадает с центром тетраэдра (т. е. 
с точкой О, равноотстоящей от вершин А, В, С, О), а точки 
касания шара с рёбрами суть середины рёбер. Например, 
точка касания N есть середина ребра АЙ. Действительно, 
все шесть равнобедренных треугольников АОВ, ВОС, СОА, 
ВОй, СОй. и АОй (начерчен только треугольник АО О) 
равны друг другу (по трём сторонам). Следозательно, их 
высоты ОМ, ОМ и т. д. равны. Поэтому, если описать шар 
радиусом ОЫ=г, то он пройдёт через середины А, М, Ы, 
О, К, К рёбер и там коснётся их (так как ОЫ _]_ АЙ 
и т. д.). 

Проведём через высоту тетраэдра ИО и ребро АО пло¬ 
скость /ШО. Она будет перпендикулярна к ребру ВС (дока¬ 
зательство дано в задаче 652) и пересечёт это ребро в его 
середине М. В сечении получим равнобедренный треуголь¬ 
ник АМО (АМ = МО). Проведём высоту МЫ этого 
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треугольника (Л/—серел ина Ай). Центр О лежит на МЫ (так 
как он равноудалён от Л и О). Следовательно, МО = N0. 

Значит, г — Высота МЫ определяется из треугольника 

АЫМ, где АЫ=-^ и АМ = а ^ 3 - (как апофема равносто¬ 
роннего треугольника АВС). Имеем 

Следовательно, 

_МЫ_ а а У~2~ 

Г 2 2 У‘7 4 

Часть шара, расположенная вне тетраэдра, состоит из 
четырёх равных сегментов, отсекаемых от шара гранями тетра¬ 
эдра. Рассмотрим одну из граней ВйС. Круг ІМК, лежащий 
в основании сегмента, вписан в равносторонний треуголь¬ 
ник ВВС (ибо стороны треугольника касаются шара; значит, 
они касаются и малого круга ІМК, лежащего в плоскости ВЕЮ). 

Радиус этого круга РМ = — ~ . Следовательно, 

ор= V о ар — гм* = у г *—гм п =* 

-\/т-т'=т7г 

Значит, высота сегмента 

А = РЕ = ОЕ — ОР = —-« ^(З-УЗ). 

2 /2 2/6 12 

Объём Ѵ в одного сегмента равен 

Ѵ« = *А 2 (г —1) = 

-* № Иг --- 

*й»УТ(9 —4 /3) 

8=1 432 ’ 

искомый объём 

V = 4Ѵ в , 
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Замечание Круг ЬКМ, вписанный в треугольник ВС И, изо» 
Сражается эллипсом, который легко будет начертить от руки, если 
кроме точек К, і, М предварительно отметиіь ещё трн точки, со¬ 
ответственно симметричные с ннмн относительно Р (точка Р есть 
точка пересечения медиан треугольника ВйС). 


Оше. г 



Ѵ = 


кд» У7(9 — 4 УЗ) 
103 


* 


ГЛАВА 11 

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

781. Выразим секансы через косинусы; получим в левой 
части 

_I_ 

соз(д+<.) соз(і-в) 

Так как 

С08 (т + *) “ 8,0 [т " (т + *)] “ 8,0 (т “ * )» 


то левая часть равна 
2 


а 81п (*Т—®) с03 (т—®) 8 ,п (' 7 '" 2в ) 


"гзгй' 


; 2 зес 2а. 


782. Приводим левую часть к общему знаменателю и 
преобразуем 2 зіп а соз (а -(- Э) к виду 

зіп |а+(а ■+» 0)Н- $1п Іа —(а р)]_ зіп (2а р) + зіп (— р). 

783. Левая часть равна 

2 (14» соз 2а) 2*2 соз* а _ 

' д 2зіваС03а ” 2сІ 8«» 

Чтобы перейти к углу используем формулу сі{* 2<р = 
= (угол принимается за Получаем 
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784. Имеем 

сов а -ф- зіп а = зіп ^ — а^ -{- зіп а = 

= 2 зіа-|- соз (-у — а^ = У2 соз^- — а 

Таким же образом найдём 

соз а — зіп а = У2 зіп ^ — а). 

Следовательно, левая часть равна 

с ‘^(т “'“) = ‘8 ІТ -(т'-'“У] = (? + “)* 

785. Умножим числитель и знаменатель левой части на 

, . 1 4- ЗІП 2а 

соз а зіп а и, упростиз, получим ^ - или 

1 , ЗІП 2а л і . о 

—п——— -тг = зес 2а + іег 2а. 

СОЗ 2а 1 СОЗ 2а 1 & 


786. Так как зіп 2 <р = - — ^° 3 2<і , то левую часть пред¬ 
ставим так: 

1 — СОЗ^ + 'іа)— 1 + С05 (д — 2а^ 

' 2 “ 

СОЗ ^ — 2а^ — СОЗ ^ + 2а^ 

= 2 * 


Применив формулу разности косинусов (или раскрыв вы¬ 
ражения соз^-—2а^ и соз^ + 2а^ по формулам коси¬ 
нуса суммы и разности), получим 


_ Л 

2 зіп -т зіп Іа 
4 

2 


зіп 2а 

7Т* 


787. Числитель равен соз 2а; знаменатель преобразуется 
к виду 

2‘8(т-«)зіп 2 (д-(т-“У| в 

= 2іё (т — “) соз9 (т~ *)• 
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С помощью формулы 



получим 

2 8іп ^ сов ■ — а) — зіп ^ — 2а^; 
это выражение равно соз 2а, так что левая часть равна 1. 

788. Имеем 



Рассматривая угол — а как половину угла у — 2а и 

применяя формулы для синуса и косинуса половинного угла, 
получаем 

, . 1 — соз (Л—2а і . , - 

*о«/Л__в^=:__ і = . 1 - 81п2а 

8 \4 ) , . /я „\ 1 + зіп2а* 

' ' 1 + СОЗ ( 2 "- 2а I ^ 

789. Выразив тангенс и котангенс через синусы и коси¬ 
нусы, получим 

. , , О СОЗ 2а 

с^а-^ а= ___. 

Подставим полученное выражение в знаменатель левой части; 

тогда в левой части получим 

. , , 4 ЗІП 2 а СОЗ 2 а 1 . , ~ 

зіп 2 а соз 2 а =-■;-= -г зт 2 2а. 

4 4 

790. Заменим зіп а через соз^-— а^ и соз а через 

зіп^у — а^ и применим формулы суммы косинусов и раз¬ 
ности синусов. 

791. Заменим в числителе единицу на зіп 2 а 4- соз 2 а, а 
зіп 2а на 2зіпасоза. В числителе получим (зіп а4- соз а) 2 ; 
знаменатель же равен 

соз 2 а — зіп 2 а = (соз а 4- зіп а) (соз а — зіп а). 
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Г* , . . СО$ а 4- 8ІП а _ 

Сократив дробь на соза-)- зіп а, получим с08 а 5ІП а ' ■ Раз- 

„ 1 4- ІР а 

делив числитель и знаменатель на соза, найдем 1 , -« 

1 —12 а 

задаче 784 показано, что это выражение преобразуется 
к виду *&(■!-+ <*)•] 

792. Как в задаче 790, преобразуем левую часть к виду 

— .у)- Теперь применим формулу сі§- у = ° 8 - а 

^приняв — у за Получим 

і + с^-гу) 1 + ,| П2> 

, 10 (-_ 2)Г ) • 

793. Выразив левую часть данного тождества через си¬ 
нус и косинус, произведя вычитание полученных дробей и 
применив формулу разности квадратов, получим левую часть 
в виде 

(5ІП я С08 Р — 5ІП Р С08 а) (8ІП я СОЗ [3 5ІП Р с05 а ) 

С08 а я С08 а В 


а это выражение сразу дает правую часть. 

794. Применим формулу 

9 __ зіп 9 
^2 1 соз 9 

^приняв ^ за Получим 

ЗІП (^г — я\ 

п а \^- V 2 / — 

хе и 2) ., /п \ і 

1 + соз(2-“) 


1 + ЗІП я * 


после чего левая часть преобразуется в правую. 
796. Решается как предыдущая задача. 


796. Заменим 2 соз 2 а через 1-}-соз2а; тогда числитель 
примет вид: 2 (зіп 2а -}- соз 2а). Члены знаменателя сгруппи¬ 
руем так: (соза — соз За) 4- (зіп За — зіп а) и применим фор- 
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мулы для разности косинусов и синусов. Вынося 2зіпа за 
скобки, получим 2 зіп а (зіп 2а 4-соз 2а). После сокращения 
на 2 (зіп 2а 4* соз 2а) получим правую часть. 

797. Преобразуем числитель дроби, стоящей в левой 
части тождества: 

зіп а 4- «іп 5а — зіп За = 2 зіп За соз 2а — зіп За = 

= зіп За (2 соз 2а — 1). 

Произведя аналогичные преобразования в знаменателе дроби, 
получим соз За (2 соз 2а—1). 

798. Преобразуем сумму первых двух членов левой части 
тождества по формуле суммы синусов, а третье слагаемое 
зіп (Ь — с) будем рассматривать как синус двойного угла. 
Получим 

2 зіп - 2 -соз —2 - }- 2 зіп —^—соз—у- = 

„ 6—еГ. 2а — Ь — с . . Ь — сі 

= 2 соз — 2 ~ I зіп -^-г" зій —I • 

К выражению в скобках применим формулу суммы си* 
нусов. 

799. Рассматривая выражение зіп® х 4- соз* х как сумму 
кубов, разложим его на множители и учтем, что зіп 2 л: 4 - 
-4- соз 2 л: = 1. Тогда левая часть равенства преобразуется 
к виду 

— ЗІП 4 X — 2 зіп 2 X соз 2 X -СОЗ 4 X -|— 1 = 

= 1 (зіп 2 X 4* СОЗ 2 де ) 2 = 0. 

800. Сумму двух последних членов преобразуем как сумму 
синусов. Получим 

зіп (а 4 - у) 4 “ 5ІП (* + у) = 2 зіп (іг 4 - а) соз у = 

о 1 • 

= — 2 • у зіп а = — зіп а. 
Следовательно, левая часть равна нулю. 

801. Применим формулу зіп 2 у =а — ~ 2° 5 у к первому н ко 
второму слагаемым ^приняв за у один раз 45° 4~ а » а ДРУ* 
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гой раз 30° — а). Будем иметь 
зт>(45- + «) = 


5 іп= (30° -«) = _ 1—М. <304-а.) _ 

Третий член преобразуем по формуле 

зіп а соз Ь — (зіп (д 4-^)4- зіп (д — &)|. 


Тогда девая часть примет вид 

М- зіп 2ч 1 — зіп (30° 4- 2а) зіп (30° + 2а) + зіи (— 2а) 
"2 ' ' 2 2 
После приведения подобных членов получаем зіп 2а. 

802. Числитель левой части представим в виде 
(зіп 2 о -(- соз 2 о) — 2 соз 2 9 = зіп 2 9 — соз 2 9 . 


803. В правой части заменим зіи 2а на 2 зіп а соз а. Со¬ 
кратив дробь па 2 зіп а, получим в правой части выражение 

1 — СОь а , а 

--, равное і " 2 тг. 

1 т соз ч г ” 2 


804. Обьединив второй и третий члены, вынесем за 
скобки соз (а -{-э)-- соз а соз 9 — зіпазіП 9 . Левая часть при¬ 
мет вид 


соз 2 9 — (соз а соз 9 — зіп а зіп 9 ) (соз а соз 9 -(- зіп а зіп 9 ). 
Преобразовав произведение суммы на разность, найдем: 
соз 2 9 — соз 2 а соз 2 9 4 - зіп 2 а зіп 2 9 — 

= соз 2 9 (1 — соз 2 а) 4 - зіп 2 а зіп 2 9 = 

= соз 2 9 зіп 2 а 4 - зіп 2 а зіп 2 9 , 

а это выражение даеі зіп 2 а. 

805. Раскрыв выражение соз(а4-{3). получим: 
зіп 2 а 4 - зіп 2 (3 + 2 зіп а зіп {3 соз а соз (3 — 2 зіп 2 а зіп 2 (3. 

Оставим без изменения третий член, а остальные сгруппируем 
и преобразуем следующим образом: 

(зіп 2 а — зіп 2 а зіп 2 (3) 4 - (зіп 2 (3 — $іп 2 а зіп 2 {3) = 

= зіп 2 а соз 2 (3 4 * соз 2 а зіп 2 (3. 



807 


ГЛ. И. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 


485 


Теперь данное выражение принимает вид 

(зіп а соз Р ) 2 + (соз а зіп (З ) 2 •+■ 2 зіп а зіп р соз а соз р = 

= (зіп а соз р •+■ соз а зіп (З ) 2 = зіп 2 (а -+- Р). 

Отв. зіп 2 (а-)-Р). 

806. Преобразуем сначала выражение —2 соз а созр соз^. 
Применив формулу 

соз а соз р = -^[соз(а—Р) 4 -соз(а + Р) 1 , 

получим 

— 2 соз а созр соз = — [соз (а — Р) соз-^ -(-соз (а 4-Р) соз-^]. 

К каждому из слагаемых применим то же преобразование. 
Получим 

— 2 соз а соз р соз -у = 

= — ^-[соз(а—Р — 'Г) + с05 ( а — Р+'() + 

4 - соз (а + р — -у) 4 - соз (а 4- р 4- т)1 • 

Теперь учтем, что по условию а4-Р4~Т—‘ гс - Тогда будем 
иметь 

соз (а — р — 7 ) = соз (Р 4 ~ Т — а) = соз (а 4 ~ Р + к — 2 а) = 
— соз (тс — 2 а) — — соз 2 а. 

Выполнив аналогичные преобразования, найдем, что 

— 2 соз а созр соз т = і(соз 2 а 4 -соз 2 р 4 -соз 2 т 4 - 1 ). 

Теперь применим формулу соз 2а =1 —2 зіп 2 а и две анало¬ 
гичные формулы для соз2р и соз2-(. Тогда данное выраже¬ 
ние преобразуется к виду 

зіп 2 а 4- зіп 2 р 4- зіп 2 7 4“ (4 — 2 зіп 2 а — 2~зіп 2 р — 2 зіп 2 ■у), 

а это выражение равно 2. 

807. Представим левую часть в виде 

сі& А сісг в 4 - (сі& А 4 - СІ& В) СІ& С. 

Выражение в скобках равно , а сомножитель сі^С. 

если заменить С равным выражением тс — (А 4 - В), примет 
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вид — сі^(Л + В). Следовательно, данное выражение равно 

сігЛсігД С08(Л+Д) 
сі§- А сі& а 8ІП А зіп в * 

Применив формулу косинуса суммы, преобразуем его к виду 

, я . о /соз А соз В зіп А зіп В \ 
с% А сіе в - ( 81п А 81п д - 81п А 81п д -) = 

: сі^ А сі§ В — (сі& А сі§- В — 1) = 1. 


808. Заменим множители сое ^ и соз-^- выражениями 

2л 4л 

зіп зіп 

- и -к—. Тогда левая часть преобразуется к виду 

2 зіп 2 зіп 

О и 

. 4л. .л. ,4л ./ л\ .л 

5іп-^- : 4зШу А так как зіп = зш Г я - $)~ 5Шу, Т0 

левая часть обратится в 


809. Преобразуем левую часть по формуле суммы коси¬ 
нусов, Получим 2 соз соз . Дальше — как в предыдущей 
задаче. 

810. Так как 1 4-соза=2соз 2 -|-. то данное выражение 
примет вид 2 со5 2 -^- + со5^ или 2созу^соз. На¬ 
пишем соз 60° вместо получим 2 соз-^-^соз-^-Ц-соз 60°^. 

Отв. 4 соз ^ соз ^ 30°^ соз ^ — 30°^. 

811. Преобразовав данное выражение, как в предыдущей 

/ і /~2 \ у г ~2 

задаче, получим 2соза^сова— ). Вместо напи¬ 

шем соз 45°. 

„ . . 45° + а . 45° — а 

Отв. 4 соз а зіп —^— 8Ш —§—* 
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812. Запишем данное выражение в виде соз 2 (а-]-р)— 
— зіп 2 (а—р), последнее выражение приводится к виду, удоб¬ 
ному для логарифмирования, как в задаче 656. 

Отв. соз2асоз2{3. 


813. Сгруппируем члены таким образом: 

(1 -+- со$ а) + (і§ а -)- 5Іп а), 


и вынесем за скобки во второй группе Іда. Получим 
(1 4-соза) • (1 +іда). Вместо 1 —!:§■ а напишем 


{ & 45°4-1 & а = 


зіп (45° + я) 
соз 45° соз а * 


Отв. 


2]/~2 соз 3 — зіп (45° -)- о) 
соз а 


814. Применив формулы 1—соз а = 2 зіп 2 и зіпа = 
=2 зіп у соз у, в числителе получим 2 зіп 2 у-(- 2 зіп соз -|-- = 
= 2зіп-^-(зіп-|--}-со5-^. Выражение в скобках равно 
зіпу+зія^ЭО 0 — Пользуясь формула» суммы синусов, 
приведем его к виду У2соз(45°— 

Отв. 2 /2 соз (45° — 

815. Данное выражение равно ^° 8 Числи¬ 

тель преобразуется к виду 2У~2соз-^ зіп (45°— (см. пре¬ 
дыдущую задачу). Дробь еще упростим, представив знамена¬ 
тель в виде 

зіп (90° — а) = 2 зіп (45° — соз(45° — ^. 

Ѵ~2 соз у 
С08 ( 45 ° - . 1 ) 


Отв. 
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816. Так как соз а— соз За = 2 зіп 2а зіп а. то 


2 зіп 2а зіп а + зіп2а= 2зіп2а(зіпа = 

= 2 зіп 2а (зіп а 4- зіп 30°). 

Отв. 4 зіп 2а зіп ^4-15°^ соз ^—15°^. 

817. Данное выражение равно 

+1 , — і __ „ о__21|в_ 

1-І8« Т І +І8““ 1 —»§ 2 а ’ 1—»8?в' 

Отв. 2і§ 2а. 


818. Заменив зіп 2(1 на 2 зіп р соз р и сократив на 2зк>р, 
1 — с оз р 

Ч-<“ 


. »Р 

получим , , со$ р ; применив формулу 




. Р . _ Г \ —- соз р 
2 “ - V 1 + соз р ’ 


получим і" 2 -^ 


От в. *2 г 


Р 


819. Преобразовав сумму соз а 4- зіп а в числителе 
Ѵ2 — (соза4~5Іпа) и разность зіп а — соза в знаменателе, 
как в задаче 814, получим 


V 2 [ \ — соз (а — 45°)| 
У"2 зіп (а — 45°) 


2 зіп 2 


а —45° 


„ , а—45° а —45° 
2 зіп —к соз —^— 


Отв. І2 


а —45° 


820. Преобразуем сумму двух последних членов: 


с*2 2а 4- созес 2а = 


соз 2а +1 
зіп 2а 


Отв. 2сі2«- 


2 соз 2 а 
2 зіп а соз а 


= с*2 «• 


821. Заменим соз 2а на соз 2 а •— зіп 2 а, а зіп 2а — на 
2 зіп асов а. 

Отв. 1. 



825 


ГЛ. 11. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 


489 


822. Заменим 2 зіп 2 а—1 на — соз 2а и представим дан¬ 
ное выражение в виде 2 зіп 2а— -і-соз2а^. Напишем 

і/"з* 1 

соз 30° вместо іу и зіп 30° вместо . 

Отв. 2зіп(2а —30°). 

823. Числитель равен 

СОЗ 2а СОЗ а + ЗІП 2а зіп а СОЗ (2а — а) 1 

" СОЗ 2а СОЗ а СОЗ 2а СОЗ а СОЗ 2а * 

Знаменатель равен 

зіп 3 а СОЗ 3 а 1 

ЗІП а соз а 1 . _ ‘ 

у ЗІП 2а 

Отв. уі&2а. 


824. Данное выражение равно (см. предыдущую задачу) 


2 —{- 7 — 2 — == ■ 

1 8Ш 4а 


(1 +5Іп4а). 


Выражение в скобках равно 


1 + соз (90° — 4а) = 2 соз 2 


90° — 4а 


„ 4 соз 3 (45° — 2а) 

Отв. -т — і -. 

зіп 4а 


825. Последнее слагаемое равно соз 2 х, так что данное 
выражение представляется в виде (ід х —1)(1— зігі х)-4-соз 2 х. 
Заменив соз 2 х на 1 — зіп 2 х, вынесем за скобки 1— зіп х. 
Получим 

(1 — зіп х) [(І^ X — 1)+ 1 + зіп х] = (1 — зіп х)(і§- X + зіп х) = 

= (1 — зіп х) ід х (1 —1“ соз х). 

Первый сомножитель преобразуется, как в предыдущей за¬ 
даче. 

Отв. 4 х соз 2 зіп 2 ^ 45 ° — 
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и 


826. Числитель и знаменатель дроби соответственно равны: 
(1 соз 2а)-(-(соз а+соз За) = 2 соз 2 а-(-2 соз 2а соз а 

соз а-)-соз 2а. 

Отв. 2соза. 


827. Данное выражение равно 

(1 — зіп 2 Р) — зіп 2 асоз г а — соз 4 а = 

= соз 2 р — соз 2 а (зіп 2 а соз 2 а). 

Получаем выражение соз 2 р — соз 2 а, которое преобразуется, 
как в решении задачи 656. 

Отв. зіп (а + Р) зіп (а—Р). 

828. Приведём данное выражение к общему знаменателю 
соз х соз у соз г. Числитель будет 

ЗІП X СОЗ У СОЗ 2 — )- ЗІП у СОЗ 2 СОЗ X -)- ЗІП 2 СОЗ X СОЗ у - 

зіп [(х -)- у) г]. 


Последний член равен — зіп (х у) соз г — соз (х-)-^/) зіп г. 
Сумма первых двух членов взаимно уничтожается с членом 
— зіп (х + у) соз г, и числитель принимает вид 

ЗІП 2 СОЗ X СОЗ У -СОЗ (х + у) ЗІП 2 = 

= зіп 2 [соз х соз^/— соз(х +_у)]. 

Раскрывая выражение соз(х-)-З'). получаем в числителе 
зіп г зіп х зіп у. 

Отв. 1§хі§ уі%г. 

829. Данное выражение равно 2 зіп я ^ соз а ^ зіп . 
Но по условию ^ = 180° — (а + Р); следовательно, получаем 

_ . а + В а — В . а 4- 3 а-і-В 

2 5Ш —^ СОЗ—+ 2 ЗІП —^ СОЗ —. 

Выносим за скобки 2 зіп ^или, что то же, 2 зіп —” — 

= 2 соз . В скобках получаем выражение соз -)- соз^р, 
которое преобразуется по формуле суммы косинусов. 

Отв. 4соз созсоз 
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ГЛАВА 12 

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 

830. Произведя упрощения, получим зіп5х — зіп3х = 0. 
Применив формулу разности синусов, имеем 2 зіп х соз 4х = О, 
и уравнение распадается на два: зіпх = 0 и соз4х — 0. Из 
первого имеем х — кп (л — любое целое число), из второго 

4х = 2тся ± -^ = -р- (4я ± 1), т. е. 

’ х = |-(4я ± 1). 

Выражение 4я ± 1 содержит в себе все нечётные числа 
(числа —3, 1, 5, 9, 13 и т, д. получаются из выражения 
4я+1; числа —1, 3, 7, 11, 15 и т. д. — из выражения 
4л—1). Поэтому вместо 4л ± 1 можно написать 2л+1 
(или 2л — 1), где л — любое целое число. 

Отв. х=ігя; х = (2я-(-1), где п — любое целое число. 

831. Преобразуем левую часть уравнения следующим 
образом: 

8ІП X + ЗІП 2х + 5ІН Зх + 5іп 4х = 

= (ЗІП X + 5ІП Зх) + (5ІП 2х + зіп 4х) = 

= 2 зіп 2х соз х -)- 2 зіпЗх созх = . 

= 2 соз х (зіп 2х + зіп Зх) = зіп ^ соз ^ |оз х. 

Уравнение принимает вид 

. 5х х л (; 

яп соз соз х — 0 л 

и распадается на три уравнения: 

зіп 4^ = 0; со5-^=0; созх = 0. 

Отв. х = 72 °п; х — 180° (2л-(- 1); х — 90°(2л 1), 

832. Выполним преобразования 

соз (х + 60°) = соз [90° — (30° — х)] = зіп (30° — х) 


и 


1 + соз 2х — 2 соз 2 х, 
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Уравнение примет вид 

ЗІП (х +'30°) -4- 8Іп (30° — х) = 2 сов 2 х. 

Применим формулу суммы синусов; получим 

зіп 30° соз х— соз 2 х = 0 или созх^- созх^ = 0. 

Отв. х = 90°(2я+1); х=60°(6л± 1). 

833. Перенесем все члены уравнения в левую часть и 
сгруппируем следующим образом: 

(зіп х + зіп Зх) — (соз х + соз Зх) -|- (зіп 2х — соз 2х) = 0. 
П^образуя выражения в первых двух группах, получим 
2 зт 2х со?^.:— % совЗх соз^х -4- (5ІП 2х — соз 2х) = 0 
или 

(2 соз х -)- 1) (зіп 2х — соз 2х) = 0. 

Это уравнение распадается на два: 

2 соз х+ 1—0 и зш2х — соз2х = 0. 

1 2 

Первое дает: соз х = —^ > х = ± у те. Разделив вто¬ 

рое уравнение почленно на соз2х, получим і^2х = 1, от¬ 
куда 2х = тел -)- . 

Отв. # = -^(Зя ± 1); х = -^(4я-4-1). 

834. Произведем следующую группировку: 

(соз 2х + соз 6х) — (1 + соз Э^г) = 0. 

Применив формулу 2 соз 2 -^ = 1 -)-соза и преобразовав сумму 
косинусов, получим 

? соз 4^,соз 2х —12 соз 2 4х 4= 0. 

Вынесем 2соз4х за скобки и прешразуем разность косину¬ 
сов соз2х— 7-С05 4Х. Получим уравнение 

соз 4х зіп Зх зіп х — 0. 

Оно распадается на три: 

1) соз4х = 0; 2) зіп3х = 0; 3) зіпх = 0. 
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Но третье уравнение можно не рассматривать: все его реше¬ 
ния содержатся в числе решений уравнения зіп Зх = 0. Действи¬ 
тельно, если 5іпх = 0, то и 5іп3х = 3зіпх — 4зіп 3 х = 0. 

Отв. х = ^-(2«+1); х = у. 

835. В правой части напишем 2зіПуСозу вместо зіп Зх. 
Уравнение примет вид 

2 зіп -у зіп у = 2 зіп -у соз -у 
или 

Зх / . х Зх\ л 

зіп -у I зіп ^—соз -у 1 = 0. 

Выражение в скобках запишем в виде 

/тс х\ Зх 0 . /тс х\ . / тс\ 

С05 (т-т)- С05 т- =251П 1т+2) 5Ш 1 х ~т)- 

Следовательно, данное уравнение распадается на три: 

1) 5іп^- = 0; 2) 5іп(~+^ = 0; 3) зіп(х — —0. 

Отв. х = ~-; х = ~(4п —1); х =-^(4и-)-1). 

836. Правая часть равна 

зіп [90° — (х 30°)] = зіп (60° — х) = — зіп (х — 60°), 

Уравнение принимает вид 

зіп (х — 60°)=: — зіп (х —60°) или зіп (х — 60°) = 0, 
откуда х — 60° = 180°я. 

Отв. х = 60° (Зл 1). 

837. Заменив 2зіп 2 х на 1—соз2х, приведем уравнение 
к виду 2зіпЗхсоз2х — соз2х = 0. Это уравнение распа¬ 
дается на два: 1) соз2х = 0; 2) зіпЗх=-^-. Так как есть 
зіп 30°, то второе уравнение дает 

Зх=: 180°л + (— 1)" 30°. 

Отв. х = 45°(2и + I); х — 60°л +(— I)" 10°. 
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838. Правую часть напишем так: 3(зіпхсозх — зіп 2 лг—{—1 )= 
= 3(8іпд:со5х4-со5 2 х) = Зсо5 2 х(Ідх:-)-1). Данное урав¬ 
нение распадается на два: 1) х 1=0; 2) зіп 2 х—3 соз 2 х=0. 
Из второго получим 1§х=±Ѵ~3» 

Отв. х=-^(4я—1); х = -^-(Зя±1). 

839. Имеем уравнение 

соз 4х 2 соз 2 х = 0. 

Так как 2 соз 2 х = 1 —|— соз 2х, то левая часть равна 
(1 соз 4х) -[- соз 2х = 2 соз 2 2х-[-соз 2х. 

Получаем уравнение 

соз 2х (2 соз %х —1) = 0. 
распадающееся на два: 

1) соз2х = 0 и 2) 2соз2х + 1=0. 

Второе дает 2х = ЗбО°я ± 120°. 

Отв. х = 180°« ± 45°; х = 180°« ± 60°. 

840. Помножим обе части уравнения на зіпх и, заменив 
в правой части единицу на зіп 2 х-|-соз 2 х р получим уравне¬ 
ние зіп х соз х = соз 2 х. 

Замечание. Умножая обе части уравнения на зіпх, мы не 
получаем посторонних решений, так как зіп х ии при одном из най¬ 
денных значений х не обращается в нуль. 

Отв. х к = ■^•(2и+1); х 2 = ^(4п 1). 

841. Запишем уравнение так: 

зіп Зх — зіп ^ — 2х^ = 0. 

Оно распадается на два: 

1) соз(т=г4--^) = 0 я 2) 5іп(4^ — ^) = 0. 

Первое дает -^-|--^ = -|(2я-4-1) 1 откуда х = у(4я-}-1). 
Второе дает х = ^(4я-|-1). 

Отв. х = -^(4и-}-0; х = ^(4и-}-1). 
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842. Прибавим к обеим частям уравнения по 2 зіп 2 сой 2 > 
после чего в левой части получим 

5ІП 4 -[- 2 ЗІП 2 — СОЗ 2 + С08 4 у = ^ЗІП 2 + С08 2 = 1, 


и уравнение примет вид 
1 


|+2 5і»=|со 8 >і 


ИЛИ 2 8 ІП 2 СОЗ 2 4 ^- = у . 


Умножим обе части уравнения на 2 и применим формулу 

2х з 

для синуса двойного угла. Получим зіп 2 -у = -^-, откуда 

+ у± 


зіп 


2х 
3 

Отв. х- 


^(Зй+ 1). 


843. Представим уравнение в виде 3 1% г х —(1 —лг) = 1, 
откуда х — + 1. 

Отв. х = 45°(2п-\- 1). 


844. Заменим 1+соз4лг на 2соз 2 2х. 


Отв. 




ЯЛ. 

т 


Л 

Т’ 


х = 




я 

Ж" 


845. Прибавив к обеим частям уравнения по 2 зіп 2 х соз 2 х, 
получим (зіп 2 х -[- соз 2 х) 2 — соз 4 л: —2 зіп 2 х соз 2 х или 

1 — соз 4х — ~ зіп 2 2х. 

Отв. х — ^ п. 


846. Заменим зіп 2х на 2 зіп х соз х и разделим все члены 
уравнения на соз 2 х. Заранее видно, что потери корней не 
будет. Действительно, если соз х = 0, то зіп х = ± 1, а эти 
значения не удовлетворяют данному уравнению. Получим 

3 — і§ 2 х — 2і§х = 0. 

Отсюда находим 

х = 1 и ідх = — 3. 


Отв. х~т:п-\-^; х — ъп — агсі^З. 
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847. Напишем зіп 2 х -|- соз 2 х вместо единицы и, разделив 
обе части на соз 2 х (см. решение предыдущей задачи), получим 

откуда 

х = О и і&х — — У 3. 

Отв. х = тся; х — ^(5п —1). 

848. Представим 2 как 2 зіп 2 л:-|-2 соз 2 х, после чего 
уравнение решается как предыдущее. 

Отв. х = ігя + -^-; х — 7Ш — 

П 3 

849. Отв. л = -^-(4я-4~1); х = іся + агс . 

860. Заменим У~3 на с1^30° (вводим «вспомогательный 
угол» 30°). Данное уравнение запишется так: 

. соз 30 э , 

81 П ^+ЮТ С08Л=;1 - 

или 

зіп х зіп 30° соз х соз 30° — зіп 30 е 
или еще так: 

соз (х — 30°) = ~. 


Отсюда х — 30° =; 360°я ± 60°. 

Отв. х = 360°/г + 90° = 90°(4й+1); х = 360°я—30° = 
— 30°(12я— 1). 


851. Левую часть можно представить в виде произведе 


ния У 2 соз (х—45°). Получим уравнение соз (х — 45°) = 


1 


/2 * 


оно дает х — 45° = 360°га — 45° их — 45° = 360°га-}-45°, 
то есть х = 360°я и х = 360°« + 90° или х = 90°*4я и 
х = 90°(4я+1). 

Другой способ. Возведя обе части уравнения в квад¬ 
рат, получим 


зіп 2 х + 2 зіп х соз х + соз 2 х = 1 
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или зіп 2л; — 0. Это уравнение имеет решения х = Жп, но 
среди них имеются посторонние (сравнить с предыдущим ре¬ 
зультатом). 

Появление лишних решений обусловлено тем, что 
мы возводили обе части уравнения в квадрат; тем самым 
мы, кроме данного уравнения, привлекли еще уравнение 
зіп х соз лг =—1 (из него получим тоже віп 2лг = 0). Чтобы от¬ 
бросить лишние корни, выполним проверку. При га = 0 имеем 
х — 0°, и данное уравнение удовлетворяется. Оно удовле¬ 
творяется и при п = 4, 8, 12 и вообще при п = Ак (т. е. при 
лг = 90° • 4 к = ЪЖк). При п = 1 имеем лг = 90°; данное урав¬ 
нение снова удовлетворяется. Оно удовлетворяется также 
при п — 5, 9, 13 и вообще при 4 к-\~\ (т. е. при 
лг = 90° (4& + 1) = 90° + 360°&). Но при п = 2, 6, 10 (вообще 
при п — Ак-\-2) и при п = 3, 7, 11 (вообще при п =4& + 3) 
данное уравнение не удовлетворяется (вместо него удовле¬ 
творяется уравнение зіп лг —соз лг = —1). 

Ошв. х — Ж-Ап; х — 90° (4ге^“ 1). 


852. Преобразуем правую часть: 

1 + ЗІП 2ЛГ =ГЗЙІ г ' X --(- СОЗ 2 Л(Г -(-■ 2 зіп х соз лг-= (зіп л -)- соз лг) 2 , 

после чего уравнение примет вид 

зіп лг соз лг = (зіп лг + соз лг) 2 
или 

(зіпл-|-созлг)(зіпл'-|-созл: — 1) = 0. 

Последнее уравнение распадается на два: 

1) зіп лг “1— соз х = 0; 

2) зіп х соз х — 1 = 0. 

Решая первое, найдем лг = -|-(4 п —1). Второе решено в пре¬ 
дыдущей задаче. 

Ото. х = ~(Ап —1); лг = -| (4л -+-1); лг=^.1«. 

853. Решается как задача 851. 

Отв. х= 15° (8/г —1). 
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864. Применив формулу 

зіп<хзіпр = ^-[соз(а—Р)—соз(а-4-Р)], 

получим 

[соз (л: — 7х) — соз (х -| -7х)] = 

= -і [соз(Злг— 5лг)— соз(Злг-|-5лг)] 


или, после упрощений, созблг — соз2лг = 0. Это уравнение 
распадается на два: зіп4лг = 0; зіп2лг = 0, причем все корни 
второго уравнения входят в число корней первого. 


Отв. 


х = 


■т 

Т' 


855. Применим к левой и правой частям уравнения формулу 

зіпасозр = [зіп (а —Р) — зіп (а —|3)]. 

Отв. х = ; лг = -^(2я+1). 

856. Имеем 

4 зіп х зіп 2л: зіп Зл: = зіп 2 (2лг) 
или 

зіп 2л: (2 зіп х зіп Зл: — соз 2лг) = 0. 

Заменяем 2 зіп х зіп Зх на соз 2х — соз 4х (см. задачу 854); 
получим уравнение 

зіп 2лг (соз 2лг — соз 4 л: — соз2лг) = 0 или зіп 2л: соз 4л: = 0. 
Отв. х = ~\ лг = |-(2л+1). 


857. Заменим зіп 2 л: на 1 — соз 2 лг; подучим 
5 соз 2 х + 4 соз л: — 3 = 0, 
/19 — 2 


откуда найдем соз л: 
/І9 + 2 


Другое значение соз х = 


не годится, так как его абсолютная величина 


больше единицы. 

Отв. х = 2гсл ± агс соз 2 
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858. Применив формулу соз2сс и выразив косинус через 
синус, получим 10 зіп 2 х + 4 зіп х — 5 = 0. 

„ — 2 ± Ѵ"54 

Отв. х — ъп-\-( —1)"агсзт-^-. 

859. Применив формулу тангенса суммы, получим 

, / я , \ 1 4- № х 

и приведем данное уравнение 1 ) к виду — 4і^лг-)~ 1 =0. 
О те. х = кп-\- агс (2 ± У 3). 

1 — СОЗ X 


860. Так как і§ 2 
имеем уравнение 


1 СОЗ X 

8 (1 — соз х) . , 1 


и вес ЛГ: 


1 

СОЗ X ’ 


то 


1 


СОЗ X ’ 


1 + СОЗ X 

оно приводится к виду 

9соз 2 лг— 6созлг+1=0 или (Зсозлг- 

Отв. х — 2іш + агс соз і . 


1) 2 = 0 . 


861. Левая часть равна 

[п \ п х х 

\ 2 / _ зіп л: _ 2 2 _, х_ . 

14-соз л: 14- соз х „ „ х ° 2 ' 

~ 2 соз 1 *,-^- 

Правая часть равна вес 2 ^ — 1 —і§ 2 ^ . Получаем 



Отв. лг=2тся; лг = ^(4л+1). 


і) При освобождении от знаменателя можно получить посто¬ 
ронние решения, но в ближайших трех задачах (в них посторонних 
решений нет) исследования мы не проводим. Начиная с задачи 865, 
этому исследованию уделяется большое внимание. См. также за¬ 
дачу 867. 
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862. Так как 

С08(тс- х) — -СОЗ X И 5ІП -- 7 }- Х = С05 , 

то имеем 

1 +С05 лг + соз-^ =0 или 2 соз 2 ^ -|- соз ~ = 0. 
Отв. л: = іг(2га+ 1); х — -у (Зга ± 1). 

863. Применив формулы приведения 

зіп(-^- — х) = — соз* и — -^)==сіг-і, 

получим уравнение 

2(1 —|— соз х )—У Зсі&-| =0. 

Воспользуемся формулой 

. X 1 4 - СОЗ X 

сі& 7~ аІгГЗё ’ 

тогда уравнение распадется на два: 

1) 1 —соз л: = 0 и 2)8 іплг = ^^. 

Отв. лг = тс(2га+1); лг = ига + (—1}"-^. 

864. Заменив соз 2 лг на 1— 8іп г лг, после упрощений по- 
* лучим ЗзІПЛГ + СО8ЛГ = 0 ИЛИ 1§ЛГ = — 

Отв. х =х=пп — агсі^-^. 

865. Левая часть равна 

соз х . зіп х _ соз х соз 2 х + зіп 2 х 1 + соз х 

зіп х 1 + соз х зіп х (1 + соз х) зіп л: (1 -(-соз л-) ' 

Сократим дробь на 1 —соз лг. При этом предполагается, что 
І+созх^О (так что если потом получили бы такое ре¬ 
шение, для которого соз х — — 1, то оно не годилось бы). 
1 1 

Получим уравнение = 2, т. е. зіп х = (при этом зна¬ 
чении зіп х величина соз х не равна — 1). 

Отв. х = пя-|-(—!)”-§■• 
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866. По формулам приведения 

(х— и) = _ сіе (я — х) = сіе аг. 

Данное уравнение можно записать в виде 

2 сіе х (СОЗ х~\~ 8ІП х) = 4. 

После приведения левой части к общему знаменателю это 
уравнение примет вид 

-г---= 4, 

5ІП X С05 X 

откуда 8ІП X СОЗ X = -і- ИЛИ ЗІп2х = -^-. 

Ошв. х= у л + (—1)”-^. 

867. Правая часть равна 

1 

соз х _ 1 — соз г х _ зіп 3 х 

2 зіп х 2 зіп х сов х 2 зіп х сов х * 

Сократим дробь на зіп х. При этом предполагается, что 
зіпх^О, так что если получится такое решение, для кото¬ 
рого зіп х = 0, то оно не будет годиться. Данное уравнение 
'к левой его части применим формулы приведения) примет вид 

БІП X + 1& X = і 1§ X ИЛИ ЗІП X + у 1§ X = 0. 

Уто уравнение можно представить в виде 

зіп х (1 + -я—!-) = 0, 

\ 1 2 соз х ) 

и оно распадётся на два уравнения 

зіп х = 0 и 1Ч-тг~-= 0. 

1 2 соз х 

Но первое уравнение даёт посторонние решения, ибо прежде 
мы сокращали дробь на зіпх. Чтобы лучше уяснить суть дела, 
подставим в правую часть зіп х = 0; тогда вместо соз х при-* 
дётся подставить 1 или — і. В обоих случаях получим 

неопределённое выражение 

Отв. х = ^- (3л:+: 1). 
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868. Левая часть равна 



Сокращая на 1 —-у (при этом предполагается, что 
1— Ій -у^О, см. решение предыдущей задачи), получаем 
— і§ -у, и уравнение принимает вид 

— -?г = 2 Зіп У или зіп -у^зес-і--}- 2^ = 0. 

Оно распадается на два: 

1) ЗІПуівО И 2) С05-|- = — -і. 

Из второго уравнения находим -2 = 360° п ±120° и полу¬ 
чаем решение х = 720° п =!= 240°. Первое же уравнение даст 
только посторонние решения (х = 360°'л), хотя и по иной 
причине, чем в предыдущей задаче. Именно, в данное урав¬ 
нение входит величина сі§ , которая теряет смысл («обра¬ 
щается в бесконечность») при х = 360° п\ значит, вся левая 
часть уравнения не имеет (прямого) смысла. 

Замечание. Леной части можно приписать расширенный смысл 
следующим образом. Если угол х мы будем неограниченно прибли* 
жать К 360° я (к 0°, 360°, 720° и т. д.), то левая часть будет иеогра- 
ннченно приближаться к нулю. Величину нуль (предел левой части) 
естественно считать значением левой части (в расширенном смысле), 
і В таком случае корень х = 360° п не будет посторонним. Но в элемен¬ 
тарной математике такое расширение смысла выражений не принято. 

Ошв, х — 240° (Зл :±: 1). 

869. Применив формулы приведения, получим уравнение 

зіп х — Іе х = зес х — соз х или зіп х — —— = — - соз х , 

“ соз X соз X 

Помножим обе части уравнения на соз х (или, что то же, 

приведём к общему знаменателю и отбросим его). При этом 

предполагается, что созлг^О, ибо если соз*=г0, то выра* 
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жения и созх те Р яют смысл («обращаются в бесконеч¬ 
ность»). Получаем уравнение 

С0$ X 8ІП X —• ЗІП X = ЗІП 2 .*. 

Оно распадается на два: 

I) зіп х = 0; 2) сов х — зіп х = 1. 

Второе уравнение можно представить в виде К2 • соз (45°+*)= 1 
(ср. задачу 851), откуда л: =360°я и х = 360°я — 90°. Ре¬ 
шение х = 360° я входит в число решений первого уравнения 
(х =180° я), а решение х — 360° я — 90° является посторон¬ 
ним, так как имеем соз (360° я — 90°) = 0. 

Отв. х = 180° я. 


870. Применим формулы: зес 2 *— ід 2 *=1 и со$2л? = 
= соз 2 .*— $іп 2 х. Получим уравнение 


1 — 1%х 


СОЗ 18 X — ЗІП- X 

соз-дг 


которое приводится к виду 1§ 2 д:— 1§лг = 0. 
Отв. х = м; х = ~(Ап + 1 ). 


871. Запишем уравнение в виде 
зіп» дг (зіп д: + соз х) , соз" дг (зіп дг + соз дг) = ^ 

зіпдг ~ создг 

Предполагая, что зіп лг=?^0 и создс^О, сократим дроби, пе¬ 
ренесем все члены в левую часть и вынесем ві скобку 
5ІІІ X + соз х. Получим 

(ЗІП X 4“ соз ЛГ)(ЗІП 2 X 4“ СОЗ 2 X -СОЗ X 4“ ЗІП х) = 0, 

Заменим зіп 2 х -ф- соз 2 дг на 1. Уравнение распадается на два: 
1) зіп х 4~соз х = 0 и 2) соз* — зіп лг = I, 

Первое уравнение даёт х = -^- (4п —1); второе уравнение 
(см. задачу 869) имеет решения х — 2т н х = ~- (4я— 1). 
Оба они — посторонние, ибо при х = 2ш имеем зіп лг = 0, 
а при х= — (^п —1) имеем со5* = 0. 
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872. Применим формулы тройных углов: 

5ІП Ъх = 3 ЗІП X -4 5ІП 8 X, С05 Зл: = 4 СОЗ 3 X -3 СОЗ X !). 

Левая часть преобразуется к виду 

3 3 

3 зіп х соз х (соз 2 х — зіп 2 х)= -у зіп 2х соз 2х=> — зіп 4х, 


и данное уравнение примет вид зіп 4х = -^-. 


О те. — I) 


24 * 


873. Запишем уравнение следующим образом: 

Здг — (4 & 2л: -Не *) = 0. 


Представим левую часть в виде произведения нескольких 
простейших тригонометрических функций. Имеем 


»8 2*-Н8-* = 


ЗІП .Зл 

соз х соз 2х 


?х соз Зх 
соз х соз 2х ' 


так что левая часть равна 

Зх [ 1- С05 % -1 = Злг Г 

“ [ соз х соз 2х ^ 6 | 


соз х соз 2л: — ЗІПЛГЗІП2Л 1 
соз х соз 2л 


]• 


Выражение в скобках равно х і§ 2л:, так что получаем 
уравнение Зл і» 2х і§ х = 0. Рассмотрим по отдельности 
три уравнения: 

1) і§3* = 0; 2) {§2* = 0; 3) {§* = (). 


Решение первого есть х = Третье уравнение не даёт 
ничего нового, так как все его решения (х = пт) входят 

= 

Второе уравнение даёт х = При чётном я эти решения 

опять не дают ничего нового ^при п = 2к имеем ^ = ігАф 

при нечётном же п(п = 2гі -|- 1) они вовсе не являются реше¬ 
ниями данного уравнения. Действительно, величины х и і& Зл:, 


в число решений первого (при п — Ът имеем — 


*) Ксли они не известны читателю, то он пожет их без труда 
вывести самостоятельно, применив формулы синуса и косинуса 
суммы двух углов: 2а и а и затем формулы синуса и косинуса от 2а. 
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входящие в уравнение, при х —-^-(2я'-{- 1) теряют смысл 

(«обращаются в бесконечность»). Поэтому второе уравнение 
необходимо отбросить. 

Оме. х=з~. 

874. Применив формулу косинуса разности, приведём 
правую часть к виду V 2 ^соз ~ + зіп Поэтому и левую 

часть выразим через аргумент -у. Имеем 

(1 -{- С05 Х)-|-5ІП X = 2 СОЗ 2 -^ +2 ЗІП -у С05 -у = 

= 2 С05 -у (сОЗ + 5ІП-у ). 

Перенеся все члены в левую часть, получим уравнение 

(соз 4- 5ІП -у) (2 соз у — ѵ 2) = о, 

распадающееся на два: одно даёт х = 360°я— 90 э , другое 
х == 720 °п ± 90’. В последнем выражении можно двойной 
знак заменить знаком плюс, потому что все величины 
720°я— 90° содержатся среди величин 360°я— 90"* (если 
в выражении 360°я— 90° брать только чётные л, т. е. по¬ 
ложить я = 2я', то мы получим 720°я'— 90°). 

Оша. х = Ш°п — 90°; х = 720°л + 90°. 

875. Перепишем данное уравнение в виде 5ін 2 2х=а 
е= зіп Зх -|- зіп х; отсюда $іп 2 2х = 2 $іп 2х сое х. Перенеся 
все члены в левую часть, получим 

зіп2х(зіп2х — 2созх) = 0 или 2 зіп 2хсозх($іпх —1) = 0. 
Уравнение распадается на три: 

I) зіп2х = 0: 2) соз х = 0; 3)зіпх=1. 

Два последних можно не рассматривать, так как все их ре¬ 
шения входят в число р ешений пе рзого. (Имеем зіп 2х = 

= 2 зіп х соз х = 2 зіп х]/" 1 — зіп 2 х, так что, если соз х = 0 
или если зіпх=1, то зіп2х = 0.) 

Отв. х = 90°я. 
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876. Левая часть равна 2соз 2 дг—Зсозл:. Правая теряет 
смысл при х = ибо сІ§2х «обращается в бесконеч¬ 
ность». Поэтому будем считать, что хфіп. Знаменатель пра¬ 
вой части равен 

СОЗ 2х СОЗ X (2 СОЗ 2 X — I) — 2 соз - X _ — 1 

ЗІП 2х ЗІП Я 2 ЗІП X • СО» X 2 ЗІП X • соз X ' 

так что правая часть равна 

— созес (тс — х) • 2 5Іп х • соз х = — 2 созес х • зіп х • соз х. 
Произведение созес х • зіп х (т. е. можно заменить еди- 
ницей, так как те значения х, при которых дробь при¬ 
нимала бы неопределенный вид мы исключили. Получаем 
уравнение 

2 соз 2 л: — 3 соз х = — 2 соз х или соз х ^соз х — ^ = 0. 

откуда соз х — 0 или соз х = ^ . В первом случае получаем 
значения х = ^ (2к~\~ 1), которые мы выше исключили. 

Отв. л: = (6/г 1). 

Замечание. Значения х = ^ (2Л +1) также будут реше¬ 
ниями, если правую часть уравнения понимать в расширенном 
смысле, как указано в замечании к решению задачи 868 (стр. 502). 

877. Левая часть равна 

(соз х -)- зіп х) г + 1 = 2 —)— 2 соз х зіп х, 

2 зіп* х _ , 

правая часть равна ^ х = 2 соз* х; при этом предпола¬ 
гается, что зіпхч^О. Уравнение принимает вид 
2(1—соз 2 я)4*2соз х зіп х — 0 или зіп 2 х -+- зіп х соз х = 0. 

Оно распадается ііа два уравнения: зіп х + соз х = 0 
н зіп х = 0, но при зіп х = 0 правая часть не имеет (прямого) 
смысла. 

Отв. х = — + я«. 

878. Правая часть равна 

2 зіп ^-Ь л:) соз + д:) == зіп ^ + 2^ = 

= соз 2дг = соз 2 х — зіп 2 х. 
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879. Левая часть равна 2 — зіп Ъх, правая равна 


1 — 2 соз ^ 



= 1 — соз Ъх. 


Уравнение принимает вид 

соз Ъх — зіп Зле —1 = 0. 

Решим его по (первому) способу задачи 851, преобразовав 
созЗх— зіпЗ* к виду Ѵ^зіп^ -3*). Получим 

5іп (т — Зх )“ — ут* т * е * 5ІП ( 3л: 4') = УТ* 

Следовательно, 

+ т. е. Зж-і[1+(—1)*1+*і*. 

При чётном п выражение в квадратных скобках равно 2, 
а при нечётном оно равно нулю. Поэтому, если положить 

я = 2я' (я'— целое число), то получим Зл: =~-\-2кп', а 

если положить я = 2я' —1, то получим Ъх = л(2я'-{- 1). 

Другое решение. Помимо второго способа, указан¬ 
ного в задаче 851 (он вводит лишние корни), можно приме¬ 
нить здесь (а также и в задаче 851) следующий способ. По¬ 
лучив, как выше, уравнение соз Ъх — зіп Зл: —(— 1 = 0, при¬ 
меним формулы 

1 4* соз За: = 2 соз 2 ^ и зіп За: = 2 зіп ~ соз 
Получим уравнение, которое распадается на два. Одно 

^соз^= 0^ даст ^=я-|-(2я4- О. т. е. 3* = я ( 2 л -)- 1 ). 

Другое уравнение I соз - зіп -^- = 01 даст 4- пп, 

т. е. За: =+ 2яя. 

Ош. х =з-^-(2п 4- 1); х = -^-(4я 4" !)• 
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880. Представим 1 зіп 2х в виде 
(СОЗ 2 X 4* ЗІП 2 л:) + 2 5ІП X С05 X = (соз X + зіп *) 9 

и заменим 4§* на . Затем приведём все члены к обшему 

знаменателю(соз х) и отбросим его, предполагая, что соз хФО. 
Получим уравнение 

(соз х — зіп *)(соз *■+• зіп л:) 2 —(соз х-\- зіп *) = 0. 

Оно распадается на два: первое 

соз х -|- зіп х = 0 

имеет решение 

* = Х (4 п— 1), 


второе 

или 


соз 2 *— зіп 2 * — 1 
соз 2х — 1 = 0, 


имеет решение 

Ота , *=-^-(4я—1); 


X = ■КП. 
* = тгд. 


0, 


881, Представим 1 — зіп 2* в виде (соз* — зіп*) 2 , 
а соз 2* в виде (соз * -)- зіп *) (соз * — зіп *). Сократим дробь 
на соз,* — зіп *, предполагая, что эта величина не равна нулю. 
Получим уравнение 


соз*Ч-зіп* = 


соз * + зіп * 
соз * — зіп * * 


Освободившись от знаменателя (в том же предположении), 
получим 

(соз * -)- зіп *) (соз * — зіп *) — (соз * -)- зіп *) = 0 
или 

(соз*— зіп* — 1)(соз *+ зіп *) = 0. 


Решив уравнение соз * «4* зіп * = 0, находим * = пя — -2-, 
Уравнение соз*— зіп* —1 = 0 можно решить так (ср. за¬ 
дачу 879). Представим его в виде ]/^2 • зіп ^ — *^ = 1, т. е. 

5ІП (*— т) я= *”7Г 0тсюда х —т =( — 1)П ( — 
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При чётном я ( = 2 т) имеем х — — 2-кт. При нечётном я 
( = 2 т — 1) имеем х = у -\-ъп = у(4яі — 1). 

Применить другой способ задачи 879. 

Отв. х = -^-(4я—I); х=2ігя; * = -у(4я— 1). 

882. Правая часть равна соз 2л:, а левая 
(соз х -)- зіп х) 2 (соз х — зіп х) = 

= (соз х + зіп х)(соз 2 х — зіп 3 х) = (соз х + зіп х) соз 2х. 

Отв. лг = -^-(2п-)- 1); х — 2ігя; х = -|-(4я-{- 1). 


883. Левая часть равна 

1 4 5ІП а Л:С09 а Х 


1 


■ зіп 2 х 


4 4 соз 2 * 4 

(в предположении, что созх=?ь0). К правой части применим 
формулу зіп а зіп р = у (соз (а — (3)—соз (а-)-(3)|. Получим 

1 (соз 60° — соз 2х) = 1 [-І- -(1 — 2 5Іп 2 х)] = ~ 1+ * 8іп2 * . 
Теперь уравнение примет вид 

1 — Зіп 2 X = — — ЗІП 3 х), 


• о і 1 1 ГТ 

откуда зш 3 х = , т. е. зш х — -^ или зш х = — Два 

решения х = 180°га + (— 1)"30° и х = 180°га — (—I)’ 1 30° 
можно записать одной формулой: х= 180°я гЬ 30°. 

Отв. х = 30°(6я ±: 1). 


884. Левая часть равна зіп 60° соз х; правая равна 
ір; х соз 4 х сі§ х зіп 4 х = зіп х соз 3 х -)- соз х зіп 3 х 

(при последнем преобразовании предполагается, что созх^О 
и зіп х=?ь0). Это выражение равно 

зіп х соз х (соз 2 х -)- зіп 2 х) =8 зіп х соз х. 

Уравнение приводится к виду соз х (зіп 60° — зіп х) = 0. 
Оно распадается на два, одно из которых (соз х = 0) даёт 
постороннее решение. 

Отв. х= 180°л 4-(— 1) п 60°. 
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885. Применив формулу ~ = 5|п -° 5 - - , получим в ле¬ 

вой части зес 2 л:— 1 = і§ 2 л; (сокращая на зіп л:» мы предпо¬ 
лагаем, что 5іп*=?ь0). Левая часть равна 

5ІП ( X -30°) + ЗІП (X + 30°) _ 2 5ІПЛС05 30° і/ТІ 

С05 X ~~ СОЗ X = ' ^ Х " 

Уравнение приводится к виду х(іцх — У3) = 0 и распа¬ 
дается на два, одно из которых, именно 1§дг = 0, даёт по¬ 
сторонние решения (ибо если і%х = 0, то и зіп х = 0). 

Отв. х=60°(3л4-1). 


886. Выражение І2 тр Ч~ преобразуется к виду 

1 2 


, X X ЗІПйС* 
ЗІП -у соз -у 


Получим уравнение 


|/2 зіп х = —?=- 


У2 зіп х * 


Отв. х = -г{2п-\- 1). 


887. Левая часть равна 2}/2 • -^р(зіп х ■+• соз л:); пра- 

2соз 2 ж 2(1— зіп 2 х) П 

вая- равна г+ з|д -™ = ~ Т+ 8іп - = 2(1— зіп х). Получаем 

уравнение 

2(зіп л: +соз л:) = 2(1 — зіп х) или (1 — соз дс) — 2зіпя=0 
или 

2 зіп 2 -тр — 4 зіп — соз -у == 0. 

Отв. х — 2ъп\ х — 2 (ял -|- агс 2). 


V* 


888. Дробь в левой части равна 
— (зіп 2* — соз 2* де) соз 2 х = 


2 2 
: —= (зіп 2л: соз х — соз 2х зіп х) соз х = —р=. зіп х соз х. 
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Правая часть равна 

(соз 3 * зіп 3 х) (соз 3 х — зіп 3 х) = соз 3 х — зіп 3 х 

(переходить к двойным углам здесь нерационально). Уравне¬ 
ние запишем в виде: 

2 

(1 — соз 3 *)-)- зіп 3 * — -у= зіп х соз * = 0 
или 

2 

2 зіп 3 х - зіп х соз х = 0. 

V 3 

Отв. х = 180°я; * = 180°л + 30°. 

889. Левая часть равна 3 зіп х — 4 зіп 3 *, а правая 
4зіп*(1 —2 зіп 3 *). Получаем уравнение 

зіп * (4 зіп 2 * — 1) = 0. 

Отв. *=180°я; * = 180° я :±: 30°. 


890. Правая часть равна 
зіп * -|- соз * сі§ у = 


■ , * , * 
зіп * зіп ~ 2 + соз * соз 

______ 

зіп -г 


Числитель этого выражения равен соз ^* — —^ = соз ~ , 


так что в правой части получаем с1§^. Левая часть равна 

О . 

1 + СОЗ X 


СОЗ X 


2 СОЗ 2 

С05 X 


Уравнение принимает вид 


2соз2^ 
С08 X 


•сі§ 


- 0. 


Вынося за скобку с!§ ^, получаем 
/2соз|зіп|- N 

-7 = 0, т. е. с^уОе*—1) = 0. 

Опів. х х = 2кл к. 
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891. Знаменатель дроби равен 
зіп 2х соз х — соз 2х зіп х 


зіп х 




соз х соз 2х соз х соз 2х соз 2х * 

Вся дробь равна зіп 2х. Уравнение принимает вид 
зіп 2х — 2 зіп (45° х) соз (45° х) == О 
или 

зіп 2* — соз 2х — О, 

откуда 2х = 1. 

Отв. х = 90° я 22°30 / . 

892. Имеем 

(л — 45°) (х + 45°) = і ё ( х — 45°) сі§ (45° — х) = —1; 

при этом предполагается, что х ф 45° (2л 4- 1), ибо тогда 
один из сомножителей обращается в нуль, а другой — в беско¬ 
нечность. Знаменатель правой части преобразуется к виду 
соз х 2 соз л: 


зіп сои ^ 


зіп х 


■ = — 2 сі§ х\ 


4 соз 2 х 


при этом предполагается, что хф 180° я, ибо тогда либо 

X X 

-у, либо теряет смысл (обращается в бесконечность). 

Получаем уравнение 

2 сі§ х ’ 

которое (в предположении, что хф 180°я) приводится к виду 
х соз 2х — 0. Последнее уравнение имеет решения х = 180°я 
и х = 45°(2я-|- 1), но они не соответствуют сделанным пред¬ 
положениям. 

Отв. Уравнение не имеет решений. 

893. Правая часть равна — 1§х (см. предыдущую задачу). 
Левую же часть представим в виде 

— іір (х -4- 45°) сіг (х 4- 45°1і 5Іп а (х 4- 45 ) соз 2 (х+45 > 

2 Вё (* ) СІ ё (х 46 )] _ 2 8Іп (д . + 450) соз ^ 


Получим уравнение 


= —с^ (2x4-90°). 
Х%2х = — і§х. 
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Его можно написать в виде 

2х = *е (— х)-, 

отсюда заключаем, что углы 2х и —х разнятся на 180° я 
и из уравнения 2* = — х-]-180 о я находим лг = 60°я. 

Отв. х = 60° л. 


894. Левая часть равна 

_ зіп 2х _ _ 8ІП 2х _ 

С05 (х + а) с05 (х - а) “ ^ (со5 2а + с05 ^ * 

Получаем уравнение 

2 зіп 2х 0 і 

■ -о— і -яг- — 2 сіе х. 

соз 2а -|- соз 2х ь 

Применив формулы зіп 2х = 2 зіп х соз х и сіе х = , при¬ 

ведём уравнение к виду 

соз х (2 зіп 2 х — соз 2* — соз 2а) = 0. 


Уравнение 

2 зіп 2 х — соз 2* — соз 2а = 0, 
если в нём написать 1 — соз 2* вместо 2 зіп 2 х, даёт 
2 соз 2дг = 1 — соз 2а, 


откуда 


соз 2х = зіп 2 а. 


Отв. х = у(2л-}- 1); х = іглі=-^ агссоз(зіп 2 а). 


895. Левая часть равна 1 — зіп х; знаменатель правой части 
равен 

ж X . /к , ДГ\ , X , , X 

18 2-‘Н2- + 2) в ^-2+ С ‘іГТ* 

Это выражение приводится к виду . Получаем уравне* 
ние 1 — зіп лг = зіп х. 

Отв. х = 180° я + (— 1 У* 30°. 

896. Левая часть равна іе** Правая (ср. задачу 894) 
равна I -|- 2 іе ■*. 

Отв. х = 45° (4л — 1). 
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897. Имеем 

зіп 4 х ~ (зіп 2 лг) 2 = ) а ; 

аналогично, 

Уравнение принимает вид 1—соз 2х + зіп 2х = 0, или 
2 зіп 2 л: —2 зіп х соз х = 0. 

Отв. х — кп-, х = кп — 

897а. Уравнение представим (см. предыдущую задачу) 
в виде 

/1 — соз2*\* , /14-$іп2*\* , /1 —зт2*\* 9 

I-2-) + 1-2- ) +1-2-] =й* 

После алгебраических преобразований получим 
3 — 2 соз 2* + соз 2 2лг 2 зіп 2 2лг = . 

Заменив зіп 2 2х на 1—соз- 2х, получим уравнение 
соз 2 2л: + 2 соз 2лг — ^ = 0. 

Оно дает соз 2лг = — 1 + (значение соз 2дг = — 1 — 
отбрасываем, ибо его абсолютная величина больше, чем 1). 

Отв. х — кп ± агссоз(—Ч - ^)* 

898. Левую часть первого уравнения представим в виде 
(соз х соз у). Решив систему, найдем созлг = -і; 

соз^ = 

Отв. х = 2 т.к ± 41 у = ‘2пІ±~. 

о д 
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899. Так как 

соз (х — у) — СОЗ (л; +у) 
зш х Зіпу =- і 1 , 

то второе уравнение можно записать так: 

соз (х —у) — соз (х 4-.У) = 2/и. 

Но л:4-у = а; следовательно, 

соз (лг — у) = 2/м + соз а, 

откуда 

х — у = 2 ям ±: агс соз (2/м соз а), 

и данная система распадается на две: 

( х+у=* а, 

\ х —у — 2ш -{- агс соз (2/м соз а) 
и 

| *4-у = «. 

\ х — у — 2ям — агс соз (2/м 4~ соз а). 

Ошв. ( лг 1 = пм-(--|-{--і-агссоз(2/м + соза), 

а 1 

у г =— пм + у — *2 агс соз (2/м + соз а); 

лг 9 = им 4* агс соз (2/м -{- соз а), 
у 2 == — ям ^ агс соз (2/м 4- соз а). 

900. Применив формулу а 4~ Р = , запишем 

второе уравнение так: ~^У — = т. Заменив соз* соз у на 

соз х соз у 

соз(л; + у) + соз (х —у) , 

— ^ і -— и х-\-у на а, получим 


2 зіп с 


или 


соз а + соз (л;—у) 
2 ЗІП а 


■ т 


СОЗ(*— У) ; 


т 


■соз я. 
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Это уравнение распадается на дв и ; 

. , /2 $Іп я 

х —у жш 2ил агс соз (- 


х—у = 2яя —агс соз^- 


т 

ЗІП а 


соз 


т 


•соз 


«) 

*)• 


Присоединяем к каждому из них уравнение х -\-у = а, полу¬ 
чаем две системы уравнений (см. предыдущую вадачу). 

а 

мв «И 1 

3 


Ош. 


х 
Уу 
X » 


. и. . I /2 ЗІП а \ 

11,1 + 2 " “Н 7 агс с °з(——«соз я ), 


т 

. - I /2 зіп о 

1 — ня 4- — 2 агс соз 


<- 

‘С- 


I 


т 

2 ЗІП а 


«я 4-7— 7 агс соз ( т 

, а , I /2 ЗІП а 

— ігя + ? + -аге соз(- 7Г - 


• соз а 

• соз а 

• соз а 


)• 

)• 


901. Решается как предыдущая задача. 

Ош: х, = ^ (4 я I), у, <= — ля; 

х ъ — м, у, в —.^.(4я—1). 

_і_ 

902. Іак как 1 = 2° и 4 = 16*, то данную систему можно 
ааписать іак: 

І зіп х соз у ■= 0, 

ЗІП* X СОЗ 9 )іа|, 

откуда получим 

1) $ІПХ = -^, созуяв — И 2) ЗІП гав — СО$У=а-^-. 

Ош. ЛГ, = 180°п + (— 1)»30% у, «360°я 3= 120 е ; 

*,= 180° я—(— 1)" 30°, у» = 360° я Ь0®. 

903. Второе уравнение можно представить в виде 

ЗІП X ЗІП у 1 

соз к соз у 3 г 

где в силу первого уравнения зіп ж зіп у и» 
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Получаем систему уравнений: 

3 , I 

у 4 / 7 ’ 4/2 

Складывая и вычитая их почленно, получим 

соз(*— -Ѵ) = -і=. и соз(*+.у) = ^А=, 

откуда 

х-\-у = 2-кт :±: агс соз —4=. х—у = 2яй:±г —, 

' * 2/2 ’ * 4 

где т и й — произвольные целые числа. В каждом ив этих 
уравнений можно взять любой из внаков 

Замечание. Числа т + к и т — к тоже целые, но не 
вполне произвольные (если одно из них чётное, то и другое чётное, 
а если одно из них нечётное, то н другое нечётное). 

Отв. 1) лг = «я+-^агс соз-4=4- —, 

2 2/2 8 

у = тгТ4-агс соз—-4=——; 

,2 2/2 8 

п, ,1 Іи 

2) х = яя 4— агс соз —■==. -, 

^ 2 2/7 8 ’ 

у = к* 4- -і агс соз -4= 4- —; 
і 2 2/7 ’з 

3) х = яя — -і-агссоз— 4=4-—, 

2 2 / 7 ~ 8 ’ 

,1 1л 

у — ъі -агс сое—=-; 

2 2/7 8 ' 

4) х =» ял — 4- агс соз —4= ——, 

2 2/2 8 

У = я/—А агс соз-А—л, і 
2 2/7 ~ 8 

где п—т-\-к\ і = т—~к (ія и й — любые целые числа). 
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904. Возведём в квадрат обе части каждого из данных 
уравнений и сложим почленно. Получим 

1 =4 ЗІП 2 .у С03 2 _у или 1 = 4(1 — соз 2 у) -1- і со$ 9 _у. 


откуда соз 2 у = -і и зіп 2 у = і. В каждом из выражений 
2 1 

соз у =и зіп у = і±: ——г можно взять любой знак 
у 5 у 5 

(так что в пределах от 0 до 360° угол у может иметь че¬ 
тыре значения). Подставляя эти значения в данные уравнения, 
находим, что углы х и у удовлетворяют одному из следую¬ 
щих четырёх соотношений: 


1 

, 2 

2 

1 

Ѵь' 

5ІП * = —:, 

Ѵь 

созу = —, 

Ѵь 

‘“'-ТУ’ 

і 

2 

2 

, 1 

Ѵь’ 

8ІП* =-— 

Ѵь 

С05у ^7$> 

зіпу --— 

/5 

і 

, 2 

2 

1 

Ѵь' 

зш * = —— , 

Ѵь 

сову =- 

Ѵь 

Зіпу = ; 

Ѵь 


4) соз*- Зіп* - ^=, соз У=~, 5іпу=--і=: 


Рассмотрим первое из них. Если взять отдельно равен¬ 
ство соз * = —~, то оно даёт * = 2 ял агс соз - 4 =-. 

/5 -У5 

Но (по определению главного значения арккосинуса) угол 

<р = агс соз -ф=- принадлежит первой или второй четверти, 

где функция синус всегда положительна. Значит, нужно 

сохранить только знак плюс. Действительно, из равенства 

о 

х = 2кп±:<? следует, что зіп * = ± зіп <р = :±: ——. 

2 

Между тем во взятом нами первом соотношении зіп х = 

( а не -?У • То 

соотношения 1 ) мы получим 


же имеет место для угла у, так что в случае 


1 2 
* = 2яи 4- агс соз - 7 =, у = 2пд, -4- агс соз —== , 
Ѵь . 11 /5 
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где п и п х — любые целые числа. Рассуждая так же, най¬ 
дём, что в случае второго соотношения 

1 2 

х — 2іт — агс соз- 7 =, у = 2 яге,—агс соз 

Ѵъ Ѵь 

и аналогично для третьего и четвёртого соотношений. 

Ошв. х = 2ісге ± агс соз і 

а =ѵ 


1 = 2 ігл 1 ±: агс соз . 


где знаки в скобках одни и те же для х и для у и знаки 
перед аркусами также одинаковы. 


ГЛАВА 13 

ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

905. Имеем 

агсзіп(— ^) = —агс сіе (— 1 ) = -^-, 

агс соз - 4 = = —. агс соз (— 1 ) = к. 

1^2 4 

Ош. 

806. Угол ® = агссозлг заключён между 0 и 180° (по 
определению главного значения арккосинуса). Значит, зіп о 
положителен (или равен нулю). Имеем соз <р = х, откуда 
8 іп® = -|-Ѵ г 1 —* 3 (перед радикалом берётся только внак 
плюс). Следовательно, 

лГ ] _ хі лГ і у-\ 

= 7 -. т. е. 1 е(агс соз х) = - -, 

что и требуется доказать. 

907. См. решение предыдущей .вадачи. 

908. Положим агс сі§ (— = <р, так что сі§ <р — — . 

Угол <? заключён между 90° и 180° (ибо главное'значение 



520 


ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ 


909 


арккотангенса заключено между 0 и 180°). 
зіп . Применим формулу 




— соз ч> 
2 


і 


Требуется найти 


где из двух знаков :+= нужно взять только внак -{- (ибо 
угол — принадлежит первой четверти). Предварительно нужно 
найти со$<р по формуле 


соз а = 


СІ^а 


у і + а * 


получаем 


3^ 

4 


соз <р = 


V '+ж 


3^ 

5 


(перед радикалом берём только знак плюс, так как <р при- 
надлежит второй четверти). Теперь находим 


зіп 


і-/ 1 


— СОЗ у 


V- 




Ош. -п[^ап=с^(—4)]— * 


Гб- 


909. Положим 
2У2 


агс зіп = <р, так ЧТО ЗІП <р: 


Угол <р заключён в пределах между —90° и 0° 
(так как главное значение арксинуса заключено между —90° 
и +90°). Требуется найт зіп . Эта величина — отрица- 
іельная. Поэтому в формуле 


зіп ^ = і: і/* - 


— соз і 


нужно удержать только знак минус. Получаем 


ЗІП 


1 — соз ч> 

2 - V 2 
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где 

соз»-іЛ-(-^М 

(перед радикалом берём только внак плюс!). 

Ошв. зіп [Iагс зіп = -у=. 

910. Угол <р = агссоз^—у^ заключён между 90° и 180° 

(см. решения двух предыдущих задач). Значит, сі§у поло¬ 
жителен, так что 

сіс Т _ і/~ 1 + созу 

8 2 V 1 — С05 <р 

(перед радикалом берётся только внак плюс). Сюда подста- 
4 

вляем со$ <р = — у. 

0/мв. с!§ |у агс соз (—у)] = -^у-. 

911. Так как 

. УЗ « і/З" 7С 

агс Ар = д- и агс зіп = 

то имеем 

./-я 1 я\ , Зя , 

18 1 5 - 6“4 *з) = ‘ 8 Х-!• 

Оше. — 1. 

912. Имеем 

агс 1г іАз = 4 и агс соз 4- = 4 • 

«Э 6 0 

Дальше — как в предыдущей задаче. 
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914. Положим 


агсІ§(3 + 2 У2) = а, 

(О 

а гс Щ- = р. 

(2) 

Требуется доказать, что 



(3) 

Найдём 1§(а — р): 


<*<-»- н'ДѴ 


с помощью (1) и (2) получим 


(3 + 2УТ)-^ 

4 § (а—р) =- ѴТ =1 - 

1+ (3 + 2/2)-^ 

(4) 


С другой стороны, из (1) и (2) видно, что каждый из углов 
вир содержится между 0 и і , причём а > р (ибо 

3 + 2/2>^) ; следовательно, угол а — р заведомо лежит 

между 0 и так что из (4) получаем а — р = -^-, что 
м требовалось доказать. 

Замечание. Для доказательства того, что угол а — р равен 
именно ^, т. е. 45° (а не 225° и не —135° и т. д.), можно было бы, 

пользуясь таблицами, непосредственно найти угльі а и (3. При этом 
мошво ограничиться грубыми приближениями (например, учитывать 
только градусы). Так, положив уТягі 1,4, найдём а агс 5,8, чю 

составляет около 80° ^погрешность заведомо не превышает — ^. 

Точно так же найдём рягіагс(§0,7, что составляет около 35° (погреш- 

1 °\ 

ность тоже заведомо меньше чем \. Следовательно, а — р не от¬ 
личается от 45° более чем на 1°, а значит, в точности равен 45°. 
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915. Положим 


агс с 08 


уТГ-Н ^ о 1\ 

агсс05 -2?Г =,зЭ ) * 


/ !=«• 

так что соз а =» ]/~у и соз ? = Каждый из углов 

аир принадлежит первой 2 ) четверти. Требуется доказать, 
что а — р = 

Найдём зіп(а — Р), для чего предварительно вычислим 


зіп а = 1 — соз 2 а и 5іп р = 1 — соз 8 р 

(перед каждым из радикалов берём только знак плюс, тач 

как а и Р принадлежат первой четверти). Находим зіп а « -~ 

у 3 


„ Л Г 5 — 2 Ѵб 

и зіпр<= у —^—, так что 

1 Ѵб+1 ,/"2 , /"5 — 2-\ЛІ 

!М( “- ?)= 7Г1П7Г _ 1 / тѴ —— 

= 5 ^ 2/61 


Докажем, что найденное иррациональное выражение 
равно у. Для этого преобразуем «двойную иррациональность» 

У' 5 — 2 Ѵ"б = г 5—^24. Преобразование можно выпол* 
нить по формуле 

ѴЛ^Ъ= і/ ^+ <!- \ А ‘ - в - 

(при А = 5, В =з 24); мы получим 


■) Можно обойтись и без введения вспомогательных величии 
а и р и решить задачу таким способом, который приведён в заме' 
чаиии к задаче 914. 

*) Главное значение арккосинуса лежит между 0 а я, 
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Но проще представить подкоренное выражение 5 — 2 \/~6 
в виде 3 + 2 — 2Ѵ2-ѴЗ = (Ѵ$ — и тогда имеем 

Ѵь — 2 У 6 = V(V 3 — /2 )* = УЗ — Ѵ"2 »). 

Поскольку каждый из углов а и 3 лежит в пределах от О 
до у, угол а — 3 заведомо лежит в пределах от — —■ 

до +у» а тогда из равенства зіп (а— 3 ) —следует 
а — 3 = ^» что и требовалось доказать 2 ). 

916. Пусть (см. две предыдущие вадачи) 

.4 . 5 0 .16 

агс зш -|г- = а, агс зш = р, агс зш = у. 

Тогда 

4 3 . - 5 о 12 

зш а = —, соза==д-; зіп 3 = ^, созЗ = ^-; 

16 63 

зш к = —, соз^-^. 

Отсюда 

зіп(а + 3 ) = т .- І з +-._ = ж и соз(а + 3 ) = —. 

Оба угла а и 3 принадлежат первой четверти; поэтому угол 
а + 3 заключён между 0 ° и 180°, а так как косинус угла 
а + 3 положителен, то а + 3 принадлежит первой четверти. 

Кроме того, соз (а + 3) = зіп т и зіп (а + 3) = зіп 
Поэтому а + 3 и \ — К могут отличаться только на 2 п«, 
а так как — 7 тоже принадлежит первой четверти, то п = 0 . 
Следовательно, а + 3 = -|-— К. е. а + 3 + к = -^, что 
и требовалось доказать. 

3 ) Число УТГ— У2 положительно. 

а ) Если бы вместо зіп (а — Р) мы вычислили соз (а — Р), то 
нашли бы соз (а — Р) =» ; между — и + мы имели бы два 

_ я . в 

значения а — р. именно —и поэтому пришлось бы пред¬ 

варительно установить что а>р, т. е. что соз а < соз р. 
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917. Имеем агс соз у = у; обозначим агс соз 

рез 3, так что соз Р = — у. Угол Р содержится между у и я 
(см. три предыдущие задачи). Поэтому 

зіп р = + |Л -(у)' [а не -]/' 1 -(у/ ], 

т. е. 

зіп р = — КЗ. 

Находим 



соз 


(у + р) = СОЗ у СОЗ Р - ЗІП у ЗІП Р = 


13 

14* 


Чтобы доказать справедливость данного тождества, нужно 
ещё убедиться в том, что угол -у + Р принадлежит второй 

четверти | ибо угол агс соз ^-в правой части равенства 

лежит во второй четверти^ Угол р = агссоз^—у^ заключён 
между у и и; следовательно, угол у-ЬР содержится между 
у- и -у-. Из этой оценки, однако, ещё не следует, что угол 
у 4-Р принадлежит второй четзерти (ведь угол -у- находится 
уже в третьей четверти). Но если учесть, что — у>—у 

и что, следовательно, агс соз ^—у^ < агс соз^-т. е. 

агс соз (— у у , то отсюда следует, что у-)- 

-|- агс соз ^— у) < я. А так как по предыдущему этот угол 

больше, чем -у, то он лежит во второй четверти. Этим 
данное тождество доказано. 
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Замечание. Принадлежность угла "д + Р второй (а ие третьей) 
четверти можно доказать ещё следующим образом: имеем 


■(т+0‘ 


I 8ІП СОЗ Р + СОЗ ЗІП Р = 


Так как это число положительно, то угол д- + Р принадлежит вто¬ 
рой четверти. 

918. Положим агс!§-|- = а и агс1§-^- = р, откуда 


1цг(Х = 4- и Р =4-. Вычислим 


Предварительно находим 


<с(2а ■ в)- *е 2д + цр 
1 — 2а Іё § 


2а = ■ 




1&(2а + Р) = 


12 ^ 4 

,_1 I 

1 12 * 4 


Углы а = агс 1§ и р = агс 1§ -і- принадлежат первой чет¬ 
верти, но из этого ещё не следует, что угол 2а —^ при¬ 
надлежит первой (а не третьей) четверти. Но если учесть, 

что каждый из углов аир меньше, чем (так как их тан¬ 
генсы меньше чем 1), то отсюда следует, что 2а -|~р меньше 

чем 4г» 3 тзк кзк сверх того 1§(2а-I-Р) =положителен, 
4 4о 32 

то 2а 4-Р лежит в первой четверти, т. е. 2а-|~р = агс1§^, 

что и требовалось доказать. 

Замечание. Вместо того, чтобы доказывать, что угол 2а 4-р 
не выходит за пределы первой четверти, можно найти этот угол 
(хотя бы очень грубо) с помощью таблиц (см. замечание к задаче 914). 

Получим: а = агс (§ -і- да 1Г, р = агс да 14°, та*, что 2а 4- рдаЗб 1 '. 
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919. Положим 

агсІ§І = а, агсІ§і = р, агсІеу = ч, агсі^ = 8 
и найдём сначала 

І + І 

О I С Л 

*е(*+Р) = чт 4 

1 3 ' 5 

затем 

І + І 

<еі(«+Р)+ті = - 7 4 \ ^іг 

1 — у • у 

и, наконец, 

І + І 

К® -Ь ? + К) + 81 = — 9 7 ' 8 і ' = 1 • 

1- 9" 8 

Как в предыдущей задаче, докажем, что угол а13 7 *і 2і 
лежит в первой четверти. Следовательно, а- 4 -Р + 1+8 = -^. 

920. Имеем агсІ|*(х 2 — Зх— 3) = у, откуда х 2 — Зх— 

■— 3 = ~ , т. е. х 2 — Зх — 3 = 1. Отсюда находим х г = 4; 

х 2 = — 1. 

Отв. х, = 4; х а = — 1. 

Замечание. Если бы вместо уравнения агс (х 2 —Зх—3)=у 

мы имели уравнение агсі§(х 2 — Зх— 3) = — у, то такое уравне¬ 
ние не имело бы решений, так как главное значение арктангенса не 
может равняться —-у . Если ие обратить вннмания на это обстоя¬ 
тельство, можно получить то же уравнение х 2 — Зх — 3 = 1 , но 
ьории последнего уравнения не годятся. 

921. Имеем 

агс зіп (х 2 — 6 х + 8,5) = -^, 

откуда х 2 — 6 х8,5 = 0,5. 

Отв. Х! = 4; х а = 2. 
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922. Взяв тангенсы обеих частей уравнения и учитывая, 
что (агс 1% «)= «, получим 

(■г + 2)-(*+1) 

1 + (л: + 2)(.ѵ+ 1) '• 

откуда х х =—1; х 2 =— 2. Проверяем эти корни. Если 
X = — 1 , то 

агс (л 2 ) = агс 1 = и агс»д(х+ 1 ) = агс *§• 0 = О, 

гак что данное уравнение удовлетворяется. Так же докажем, 
что и второй корень годится. 

Отв. х х = — 1 ; х д = — 2. 

Замечание. Почему проверка необходима, видно из следую* 
ідего примера. Рассмотрим уравнение 

агс *§ (* + 2 ) — агс іе (* + 1 ) = — ^ . 

отличающееся ог данного только значением свободного члена. За¬ 
ранее нельзя сказать, что оно не имеет решений (ср. задачу 920). 

Пели бы, скажем, агс (§ (х -+• 2) равнялся — , а агс іе (■* -+•1) был ра- 

вен (эти значения могут бытылавными значениями арктангенса). 

го левая часть равнялась бы—Взяв тангенсы обеих частей 

рассматриваемого уравнения, мы снова получим уравнение 

(х 4 * 2) — (х 1 ) , ч . 

. . * ' ,.Л — - _ѵ ■. = 1 , но теперь ни один из корней Хі = — 1 , 
1 т \ х "Г *) (■* т *) 
х г = —2 не годится. 

См. ещё замечание к задаче 925. 


923. Берём тангенс обеих частей уравнения. Предвари* 
тельно находим (см. предыдущую задачу): 




3 х 


и тогда получаем -т- = 1. Корень этого уравнения есть 

* і 


1 +Т 


х = -?; его нужно проверить (см. замечание к предыдущей 
задаче). Подставляя в левую часть уравнения х = у , полу* 
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чаем 2 агс у — агс у. Угол а = агс у заключён в пре¬ 
делах между 0 и у ^так как і^а = у<1^. В техГ^же 

пределах лежит угол |3 = агсі§ у. Угол 2а принадлежит пер¬ 
вой четверти, а угол 2а — р лежит между—у и у. Но 
ід (2а — Р) = 1, так что 2а —13 = ѵп -ф- у , Но только при 

« = 0 угол 2а — Э попадает внутрь найденных нами границ. 
Следовательно, данное уравнение удовлетворится. 

О те. * = у. 


924. Возьмём синусы от обеих частей равенства. Можно 

ПОЛОЖИТЬ 2 _ 

агс зіп — гг=г — а и агс зіп У1 —х — $ 

3 ух 

(см. решение задачи 915); но можно обойтись без них, вос¬ 
пользовавшись формулой зіп (агс зіп х) = х (она непосред¬ 
ственно вытекает из определения арксинуса) и формулой 
соз (агс зіп х) = У I —х 9 *). Следовательно, синус левой ча¬ 
сти равен 

гтгКТ = о 7 т ^_ /'■ ѵт=і. 


данное уравнение 
2 


зун 


принимает вид 

— У 9л: — 4 ./-=- 

Зуд; 


Ѵх 


3 * 


у. Этот 


Решив его, находим х 

рить (см. замечание к задаче 922), 
тождество 


агс зіп у — агс зіп у 


корень нужно прове- 
т. е. нужно доказать 

= агс зіп у. 


Доказательство ведётся, как в задаче 917. 
Отв. * = у. 


[ ) Эта формула выводится следу ющим образом. Положим 
аі с зіп дг = а. Тогда зіп а = л: и соз а = У1 — х 2 . Перед радикалом 
берётся только знак плюс, так как угол а = агс зіп х лежит в гра¬ 
ницах от —90 до +90° (главное значение арксинуса!). Подставляя 
вместо а выражение агс зіп л;, получаем" требуемую формулу. 
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925. Взяв тангенсы обеих частей уравнения, получим 


а 

Т 


1 + Т 


а — Ь 
а + Ь 

. а — ^ 
' а + Ь 


= Х, 


откуда л: = 1 . 

Это значение надо проверить (см. замечание к задаче 922). 
Подставляя х = 1 в данное уравнение, получаем 

згс^у — а гс1 б 1^ = 45°. (1) 

Введём обозначение 


агс*§у = <р. (2) 

Здесь угол (р (главное значение арктангенса) заключён в гра¬ 
ницах 

— 90° < <р < 90°. (3) 

При этом обозначении имеем 

агс1 §^| = агс 1 2 п|^| = агс 18(9 — 45°), (4) 


так что надо проверить равенство 

9 — агс І 8 18 (9 — 45°) = 45°. (5) 

Это равенство будет верным в том и только в том случае, 
когда 

агс І 8 (9 — 45°) = 9 — 45°. ( 6 ) 

Равенство же ( 6 ) имеет место, когда угол 9 — 45° (главное 
значение арктангенса) заключён в границах 

— 90° <9 —45° <90°, (7) 

т. е. когда 

— 45°<9<135°. ( 8 ) 

Учитывая неравенство (3), получаем для угла 9 более 
тесные пределы 

— 45° < 9 < 90°. (9) 

Из (2) и (9) находим 

у = *8 9 > *& (— 45°), 

т. е. 

у>-1. (Ю) 
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Обратно, при у > — 1 угол ср удовлетворяет неравен¬ 
ству (9). 

Следовательно, данное уравнение имеет решение (лг=1) 
приу>— 1. При у <—1 решений нет. 

Например, при а = —У Ъ, 5=1 имеем 

агс у = агс (— ]/'з) = — 60°; 

агс = агс ^ аГС 3,732 = 75 °* 

так что левая часть данного уравнения равна -^135°, а пра¬ 
вая часть при х = 1 равна 45°. 

Отв. х = 1 при у > —1 ; уравнение не имеет решения 

П РИ у <— 1- 

926. Возьмем косинусы обеих частей уравнения. Получим 
(см. задачу 924) У 1— 9х 2 = 4х. Это уравнение имеет един¬ 
ственный корень х = у. Проверим его. Угол а = агс зіп Зх = 

3 

= агс зіп у принадлежит первой четверти; угол (3 = агс соз 4х = 

4 

= агссозу принадлежит тоже первой четверти. При этом 

• 3 4 „ ,, 

зіпа = у; следовательно, соз а = у. С другой стороны, 

4 

соз(3 = у; следовательно, а = р. 

Отв. х = 4- . 

о 

927. Возьмем синусы обеих частей уравнения. Получим 
(см. задачу 924) 2хУ \— х2== ~^’ 0ТК УД а *і = 0, 

,12 12 п 

х 2 = +із. *з —— уд* Проверяем эти корни. 

12 
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928. Из первого уравнения находим 

+ Л = 

& 

<§ х + 18 У _ 2д 
1 — (§ х у 1 — а* * 


Принимая во внимание второе уравнение, получим 
<8 х + % у _ 2я 


1 —а® 


1 ■ 


■а*' 


или х + Ід у = 2а. 


Из системы уравнений 

4е«4-4&^ = 2а, і§хі§у = а 2 


находим х = а; у = а. Отсюда следует, что х = 

— 180°я + агс {§■ а, у = 180°т + агс а, где п и т — целые 
числа. Но лишь одно из них можно взять произвольным, 
так как согласно первому уравнению величина х-\-у, как 
главное значение арктангенса, должна содержаться между 

— 90° и +90°. 

Чтобы выделить годные значения пит, подставим най¬ 
денные выражения в первое уравнение. Получим 

180° (и + т) + 2 агс 1&а = атсІ§у|^. (А) 

Так как согласно условию | а | < 1, то угол агс а 
содержится между — 45° и -)- 45°, т. е. 2 агс а содер¬ 
жатся между —90° и +90°. В тех же пределах содер¬ 
жится угол агсІ§ — а 2 (главное значение арктангенса). Сле¬ 
довательно, эти два угла разнятся менее, чем на 180°. По¬ 
этому равенство (А) возможно лишь при п-^-т = 0. 

Отв, х = 180°и-|-агсі§а, у = —180°гс + агс1§а. 



